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ヒルベルト空間上の有界線形作用素，とくに作用素の幾何平均の研究

山崎　丈明＊

　　　　　　　　　1．はじめに

　ヒルベルト空間論は，フレドホルムの積分方程式論や

フーリエ級数などの理論を統合して，固有値問題を一般

的に取り扱うために生まれた理論である．とくに，フォ

ン・ノイマンによる量子力学の基礎付けにおいてヒルベ

ルト空間論は現在のように整備された．ヒルベルト空間

は簡単に言うと，内積の定義された完備なベクトル空間

のことである．代表的な例として，有限次元のユークリ

ッド空間が挙げられる．また，無限次元の代表的な例と

しては，12空間（｛（x1，　x2，…，Xn，…）1　Xn∈（C，Σ；－11xn　l　2

＜＋。。｝）（（Cは複素数）や、L2空間（｛f：10，11→C，連続関

数lfoilf（t）　12　dt＜＋∞｝）が挙げられる．なお，ヒルベ

ルト空間は，他にも多くの具体例があるが，ほとんどの

場合，それらは有限次元のユークリッド空間か12空間と

同型（空間として同じ構造を持つ）である．すなわち，

ヒルベルト空間の議論をする際には，有限次元のユーク

リッド空間や12空間をイメージしながら議論をするとよ

い．

　ヒルベルト空間上の有界線形作用素の代表的な例は行

列である．一方，無限次元のヒルベルト空間上の有界線

形作用素は，無限次元の行列をイメージすればよいが，

必ずしも行列と同様のことは言えない．本稿では，最初

に，ヒルベルト空間上の有界線形作用素の性質，特に，

作用素の順序関係について説明をする．最後に，筆者の

最近の研究である，作用素の幾何平均に関する結果を紹

介する．以下，有界線形作用素を，単に線形作用素，も

しくは作用素と呼ぶ．

　　　　　2．線形作用素の基本的な性質

　線形代数学にあるように，正規行列はユニタリ行列を

使って対角化をすることができ，任意の行列は，可逆な

行列を使ってジョルダン標準形に変形することができ

る．これを一般の作用素の場合で考えると，作用素Tが

正規作用素であれば，

T一上m〃E・

と表すことができる．ここで，σ　（T？はTのスペクトル

で，E7，はTに対するスペクトル測度とする．これを作

用素Tのスペクトル分解と呼ぶ．スペクトル分解は，n

次正方行列の場合は次のようになる．Tをn次正方行列

とする．Tを正規行列とすれば，あるユニタリ行列Tを

用いて

T－u
ill）u＊

　　＝λ1UPIσ＊＋λ2UP2　U＊＋…＋λn乙IPn　U・

とできる．ここで，Pi（i＝1，2，＿，n）は（i，　i）成分のみ1で，

残りのすべての成分が0である行列とする．さらに，

E，＝　Zk，，　UPIe　U＊と置けば，各Eiは射影となり，

D疏㊤丸
Σ
担＝T

となる．上式において，n→＋。。とすれば，定積分の定

義から線形作用素のスペクトル分解が理解できる．作用

素のスペクトル写像定理は行列と同様に成り立つので，

正規作用素のスペクトル解析は完全に解明された．とこ

ろが，一般の作用素に対して，そのジョルダン標準形を

求めることはできない．ジョルダン標準形と同様に重要

な概念として，行列のユニタリ三角化もあるが，これに

対応する作用素の概念も知られていない．

　線形作用素の性質として，作用素の順序関係は重要で

ある．T∈B（m　がエルミート作用素とは，　T＝T＊が

成り立つことと定義する．また，エルミート作用素Aに

対して，〈んr，x＞≧0がすべてのx∈Hで成り立つとき，

Aを半正値作用素と呼ぶ（Aが行列の場合は，Aの固有

値がすべて非負であることと同値）．エルミート作用素

A，Bに対して，　A－B≧0のとき，　A≧Bと定義する．

作用素の順序関係は，通常の数における順序関係とは異

なる．特に，次の定理が知られている．

定理1（レウナー・ハインツの不等式11り

A，Bをエルミート作用素とし，　A≧B≧0が成り立っ

ているとする．このとき，任意のα∈［O，1］に対して，

Au≧B・が成り立つ．
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ここで，作用素Aのα乗は次のように定義される．半

正値作用素AをA＝∫σωλdEλとスペクトル分解をし

たとき，解析関数fに対して，f（A）＝∫　g　（A）f（λ）dEλと

定義する．特に，Aが行列の場合は，ユニタリ対角化を

用いて定義できる．定理1によれば，行列の順序関係は，

数と同じようにはいかないことが分かる．実際，

，
とるすとー0

0
1
0

ー＝B－1
1

り
ム
ー

ー＝A

合は，積に関して非可換なため，上のような定義とな

る．もちろん，二つの正値作用素A，Bが可換であれば，

A＃。B＝A1’・B・となる．作用素の幾何平均に関する研究

は，多くの結果が知られている．例えば，次の定理は重

要である．

定理4　6｝・　s，

A，Bを正値作用素とする．このとき，　log、4≧log　Bな

らば，A＃B≦1が成り立つ．

A－B－
i：1）・・より・A・B・・であ・が

A＋（；；）一（18）一（1；）・・となり・

A22B2である．

　　3．順序を保存する作用素不等式と幾何平均

　定理1から，作用素の順序関係は数の順序関係と比べ

て，大分制約が強いことがわかる．この制約を緩和する

一つの方法として，次の定理が示された．

定理2（古田不等式7り

A，Bをエルミート作用素とし，　A≧B≧0が成り立って

いるとする．このとき，任意の実数r≧0に対して，

　　　　　　グ　　　　　　　　　　　ユ　ア

（AiA・AE　）fi　P’・（廊⇒声と

　　　　1＋r　　　　　　　　　　1＋r
（BiA・BS）戸・（B…B・B；アカ・p・・で成り立つ．

定理2では，レウナー・ハインツの不等式ではフォロー

することができない1以上の指数の場合において，ある

種の関数

帯
⇒匡戸ぱや

鍔∋匡戸K

のもとで，順序が保存されることを言っている．定理2

は，作用素の幾何平均と呼ばれる概念と相性が良い．二

つの正値作用素A，Bに対して，　AとBの重み付き幾何

平均A＃、Bを

　　　　　ア　　　　ハ　　　　1　ロ　　ユ
A＃・B－A・（κ・B殉A…∈［・，1］

と定義する．通常，数の場合では正数a，bに対して，重

み付き幾何平均はal’ab・と定義されるが，作用素の場

定理5（安藤一日合の不等式1り

A，Bを正値作用素とする．このとき，任意のα∈［0，1】

に対して，A＃αB≦1ならば，　Ap＃、　Bρ≦1が任意のp

≧1で成り立つ．

定理6　6）・8）

A，Bを正値作用素とする．このとき，次の3条件は同値

である．

（1）log　A≧log　B

（2）Aρ＃BP≦1が任意のp≧0で成り立つ．

（3）A’「＃毒R≦1が任意のp，r≧0で成り立つ．

　さて，作用素の幾何平均の様々な性質が示されている

のだが，大きな問題が残っている．それは，3個以上の

作用素の場合，どうやったら幾何平均を定義できるの

か？という問題である．

　　　　　4．3個以上の作用素の幾何平均

　3個以上の作用素の幾何平均については，長い間未解

決問題であったが，近年，3個以上の作用素に対して幾

つかの「良い幾何平均の定義」が与えられるようになっ

てきた．以下，それを紹介する．

4．1　ALM幾何平均

　3個以上の作用素の幾何平均を定義するための一つ目

のアイディアは，帰納的な方法による．

定理7（ALM幾何平均21）

整数n（n≧2）とする．n個の正値作用素Al，　A2，＿，

Anの幾何平均GALM（Ai，　A2，＿，An）を次のように帰納

的に定義できる．

（1）n＝2のとき，GALM（Al，　A2）＝＝、Al＃A2で定義す

　　る．

（2）n－1のとき，GALM（A1，、A2，＿，An．1）が定義できた
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　　と仮定をする．

（3）nのとき，各i，（i＝1，2，＿，n）に対して，作用素列

　　｛叫り｝三〇を次のように定義する．

　　ノ鱗o）＝ノliカ・つ

　　　　Al7）－G獅ω｛夕一’），＿，Ai：li’，4｛：11＿，Al’”））

このとき，すべてのi＝1，2，…，nに対して，｛A｝り｝三〇は

同じ極限に収束する．

この極限をn個の正値作用素Al，　A2，＿，Anの幾何平均

GALM（A1，A2，…，An）と定義する．すなわち，

　　　　　　H唖り一G醐ω1，＿，An）
　　　　　　r→oo

ALM幾何平均は次の10個の性質を満たす2）．

（P1）Al，　A2，＿，Anが可換のとき，　GALM（Al，＿，An）

　　　　　　　　　1　　　＝（Al・・．An）；

（P2）α1，α2，＿，　a　nを正数とする．このとき，　GALM

　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　（aiAi，…，αn　An）＝（α1…αn）iGALM（A1，…，An）

（P3）GAULf（Al，　A2，＿，　An）において，　A　l，　A2，＿，An

　　　の順序は問わない．

（P4）GALM（A　l，、A2，＿，An）は各Aiにおいて単調であ

　　　る．すなわち，Ai≦Bi（i－1，2，＿，　n）ならば，

　　　GALM（Al，A2，＿，An）≦GALM（Bl，　B2，＿，Bn）

（P5）GALM（Al，　A2，＿，An）は各Aiにおいて連続であ

　　　る．すなわち，Al「）→Ai　（r→＋。。）ならば，

　　　GALM（増ア），＿鴻））－G。Ulf（Al，＿，An）（，一∞）

（P6）Gau（Al’1，＿，An’1）’L　GALM（Al，＿，An）

（P7）GALM（AAI＋（1一λ）Bl，…，λAn＋（1一λ）Bn）≧

　　　λGALM（Al，…　，ノln）＋（1一λ）Gノ皿（Bl，…　，、Bn）

（P8）可逆なS∈B（助に対して，　S＊GALM（A　i，　A2，

　　　＿，An）S＝GALM（S＊AiS，　S＊A2S，…，　S＊AnS）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（P9）detGALM（A　l，＿，An）＝（rI7＝1　det　Ai）1

（…）（；Z；．，A、－1）『1≦G，、LM（A、，…，An）・〉Σ多、Ai

ただし，（P9）においては，各Aiを行列とし，　detは

行列式とする．ALM幾何平均は多くの良い性質を持っ

ており，応用上大変有用であることが期待されるが，実

際に計算をするとなると，非常に大変である．この欠点

を改善したのが，次の幾何平均である．

4．2　BMP幾何平均

　ALM幾何平均よりも計算速度の速い幾何平均とし

て，次の改良がなされた．

定理8（BMP幾何平均5）・9｝）

整数n（n≧2）とする．n個の正値作用素A1，　A2，＿，

Anの幾何平均GBMP（A　l，　A2，＿，　An）を次のように帰納

的に定義できる．

（1）n＝2のとき，GBMP（Al，A2）＝Al，＃A2で定義する．

（2）n－1のとき，GBMP（Al，　A2，＿，An．1）が定義できたと

　　仮定をする．

（3）nのとき，各i，（i＝1，2，＿，n）に対して，作用素

　　列｛A｝γ）｝二〇を次のように定義する．

　A｝o）＝Aiかつ

A｝り一G醐但｛γ一1），＿，Ai二1’），社1；＿，Al”1））＃⊥Alr－1）

このとき，すべてのi＝1，2，＿，nに対して，｛A｝「）｝二〇

は同じ極限に収束する．

この極限をn個の正値作用素Al，　A2，＿，Anの幾何平均

GBMP（Al，　A2，＿，An）と定義する．すなわち，

　　　　　　lim　Ai夕）－G．，．（、4、，＿，An）

　　　　　　r→oo

実際，BMP幾何平均GBMI・（Al，A2，＿，An）の方が早く

収束をする．また，BMP幾何平均もALM幾何平均と

同様に性質（P1）～（P10）を満たす5」・　9T．

4．3　リーマン幾何平均

　次に紹介をする幾何平均は，幾何学的な方法で定義が

されている．最初に少し準備をしておこう．なお，ここ

での議論はすべて行列に限定をする．Mm（C）をm次

正方行列の集合とする．A，　B∈Mm（（c）に対して，内

積⑭，B＞＝　tr　A㌔Bとすると，　Mm（（c）はヒルベルト

空間になる（このとき，11All　2＝VCca1［－」41，　，〉とする）．また，

m次正方行列のうち，正値行列の集合をPm（（1）とする

と，Pm（c）は可微分多様体になる．このとき，次が成

り立つ．

定理9　3，・　4，

A，B∈Pm（C）とする．このとき，　Pm（C）上にA，Bを

結ぶ測地線γ（t）が存在する．これは，次のように表現

される．

　　・（・）・A＃，B・姉』・†）tA・S，・・［・，・1

さらに，測地線に沿ったA，B間の距離は
　　　　　　　　－1　　　－1・・（A・B）・ll1・gA鋤711、で表される・

n次元行ベクトルω＝（w1，…，　Wn）がWi＞0（i＝1，2，
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…，n），Σ紅勒＝1を満たすとき，ωを確率ベクトルと

呼ぶ．

定義（リーマン幾何平均3）・4〕・1°1・12り

Al，　A2，…，ん∈Pm（（C），ω＝（Wl，…，　Wn）を確率ベク

トルとする．このとき，Al，A2，…，Anのリーマン幾何平

均Gδ（Al，、A2，＿，、4n）∈Pm（C）を次のように定義する．

G・（ω；A1，…，An）－a・pm・Σw・δ拠め

　　　　　　　　　　　　i＝1

ここで，argmin　f（x）とは，　f（x）の最小値をとるような

xを意味する．

リーマン幾何平均は必ず一意的に存在する3’・　4）・　12）．また，

確率ベクトルωをω＝G，｝，＿，i）としたとき，リ

ーマン幾何平均Gδ（ω；Al，　A2，＿，　An）をGδ（Al，＿，

An）と省略する．　A，　B∈Pm（¢）に対してGδ（1－a，a；

A，B）＝A＃。Bとなることはすぐにわかる（リーマン幾

何平均は，2つの作用素の幾何平均の拡張になってい
る）．

　リーマン幾何平均には，解析的な表現と代数的な表現

方法が知られている．

定理10　i21

A1，＿，An∈Pm（（1’），ω＝（Wl，＿，　Wn）を確率ベクトル

とする．また，X＝Gδ（ω；A1，＿，An）とする．このとき，

Xは次の行列方程式の解になっている．

　　－1　　　　ロユ　　　　　　　　　　　－ユ　　　　エ　

logXT・4　iX－7＋…＋logXT／11X　T＝0

定理111°）t13〕

Al，＿，An∈Pm（C），ω＝G，＿，　t，）とする．また，

A1，＿，ん∈Pm（のからランダムに一つ選ぶ作業を繰

り返す．このとき，各i（i＝1，2，…）に対して，i番目に選

ばれた行列をXiとする．ここで，行列の列｛Mr｝三1を

M1＝Xl，　Mr＝Mr1＃1　Xrと定義する．このとき，ほと
　　　　　　　　　r
んど全ての選び方に対して，

　　　　　　Gδ（ω；Al，…，An）＝lim　Mr

　　　　　　　　　　　　　　r→oo

リーマ幾何平均は上述の（P1）～（P10）をすべて満

たす．

　　　　　　5．幾何平均の更なる性質

　これらの3個以上の幾何平均は，すべて性質（P1）

～（P10）を満たすという意味から，良い幾何平均であ

ると考えられる．それでは，これら3種類の幾何平均の

中で，どれが一番応用上有用であるか，また数学的に重

要であるだろうか？この問題を検討するにあたって，上

で定義した幾何平均が性質（P1）～（P10）以外にど

のような性質を持つのかを調べればよい．当面の目標は

定理4～6で紹介したように，2個の作用素の幾何平均

の持つ性質がどの程度3個以上の作用素の幾何平均に受

け継がれていくのかを調べて行けばよいだろう．

定理1214）

Al，＿，An∈Pm（C），ω＝（w1，＿，ωn）を確率ベクトルと

する．このとき，w1　log、Ai＋…＋Wn　logAn≦0ならば，

Gδ（ω；A1，＿，An）≦1が成り立つ．

定理12は，定理4を3個以上の幾何平均に拡張したもの

である．実際，定理4の条件log　B≦log、Aは　log　A’1

＋log　B≦0と同等であり，A1＃B＝Gδ（A’1，　B）であ

る．

定理13　i4）

A1，＿，An∈Pm（C），ωを確率ベクトルとする．このと

き，Gδ（ω；Al，＿，An）≦1ならばGδ（ω；AIP，…，AnP）

≦1が任意のp≧1で成り立つ．

実際，A＃aB＝Gδ（1一α，α；A，B）なので，定理13は

定理5の拡張である．

　次の定理を紹介する前に，次の記号を導入しよう．実

数Pl，　p2，＿，Pn＞0に対して，　p≠ゴ＝nノ≠iρプとする．

そして，確率ベクトルω1を次のように定義する．

　　　　ωL（」り≠1　　　　　1り≠2　　　　　　　　メ）≠nΣiP≠㌧ΣiP≠㌧…’Σiカ≠t）

定理1414〕

A1，＿，An∈Pm（C）とする．このとき，次の3条件は

同値である．

（1）log　Ai＋log　A2＋…＋log　An≦0

（2）Gδ（AIP，　Ai，…，　An”）≦1が任意のp＞0で成り立

　　つ．

（3）Gδ（ω1；AIPi，　Ai2，…，AnP”　）≦1が任意のp1，　p2，＿，

　　Pn＞0で成り立つ．
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定理14は定理6を多変数の場合に拡張したものである．

このように，リーマン幾何平均は2個の作用素の幾何平

均の持つ性質のうち，不等式に関する性質を受け継いで

いることが分かった．さて，リーマン幾何平均以外の2

つの幾何平均は，定理12～定理14と同様な性質を持つ

だろうか？

定理15抑

Al，＿，An∈Pm（（C）とする．また，　G（A1，＿，An）を性

質（P1）～（P10）を満たす幾何平均とする．このと

き，幾何平均G（A1，＿，　An）が定理13の性質を満たすな

らば，幾何平均G（A1，＿，An）はリーマン幾何平均とな

る．

さらに，次の具体例から，リーマン幾何平均とその他2

種類の幾何平均は一致しないことがわかる．

　　　　　　　　　　6．まとめ

　3個以上の作用素（行列）の幾何平均について紹介し

てきたが，この研究はまだ始まって月日が浅く，多くの

課題が残されている．特に，3種類の幾何平均の計算量

に関する問題は重要である．ALM幾何平均やBMP幾

何平均は，定義自身に具体的な計算方法を与えているが，

それでも効率的な計算方法が確立されていないため，計

算に時間がかかる．今のところ，一番良い性質を備えて

いるリーマン幾何平均に至っては，定理11による計算

方法が唯一知られている方法である．しかしながら，実

際に計算をしてみるとALM幾何平均やBMP幾何平均

とは比較にならない程計算時間がかかる．そこで，各幾

何平均を計算するためのより良いアルゴリズムの開発が

重要である．もしくは，計算時間の短くて済む幾何平均

のうち，性質（P1）～（P10）をすべて満たすような

幾何平均を新たに定義してもよい．

例3つの2次正方行列を次のように定める．

　　A－（『；）・B－（；、1。），C－（ll　ll）

このとき，

　　G1－・獅醐・）一（9．06732　　　4．864364．86436　　　8．89146）

となる．一方，

　　　－エ　　　－1　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1109　Gli7AGI　i－＋lo9　Gli’BG1　E－＋lo9　G17CGIT

　　　　　　　　　一（一〇．263706　　－0．0340424－0．0340424　　0．263706）・・

よって，定理10より，ALM幾何平均とリーマン幾何

平均は一致しない．また，

　　・・－G・M・・（A，・B，・）一（9．39875　　　4．915694．91569　　　8．63133）

となる．一方，

　　　－1　　　－1　　　　　　－エ　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　10g　G2τノIG1丁＋10g　G2TBG2丁＋10g　G2i－CG2丁

　　　　　　　　　一（一〇．101249　　－0．0568546－0．0568546　　0．101249）・・

よって，定理10より，BMP幾何平均とリーマン幾何平

均は一致しない．

　以上のことより，2個の作用素の幾何平均の持つ性質

のうち，定理12～14は，リーマン幾何平均でしか成り

立たない．
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