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リーマン予想とゼータ関数

小山信也＊

1．素数の応用

正の整数（自然数）のうち

2，　3，　5，　7，　11，　13・

のように，自分より小さなどんな数（≠1）でも割り切れな

い数を，素数という，すべての自然数は素数の積に分解でき，

その分解は各々の自然数に対し唯一通りである，これを素因

数分解という，素数とは，それ以上分解できない数のことで

あると言ってもよい．

　物質を限りなく細かく分けていった素粒子が物理学の基本

的な研究対象であるように，数を極限まで分けた結果である

素数は，数学における基本的な研究対象である　最近は，素

粒子と素数の間に成り立つ不思議な類似性も観察されてい

る，

　素数の研究は紀元前のユークリッドに始まった．以来，素

数は数学における主要な研究対象とされてきた．つい数十年

前まで数学者が素数を研究する動機は純粋な好奇心のみと考

えられていた，素数論に代表される整数論は，「役に立たな

い純粋数学」の典型とされていた，ところが近年，暗号理論

の急速な発展と，インターネット社会における安全な暗号の

必要性の増大に伴い，素数の分布問題が大きな応用を持つこ

とがわかってきた，

　インターネットでクレジットカード番号を入力して送信す

る際番号を傍受されないために暗号化する必要がある，そ

の際に基本となるのが「フェルマーの小定理」として知られ

る初等整数論の定理である．その内容は「どんな自然数もp

乗してpで割ると，余りが元の数に等しくなる」というもの

である（ただし、pは素数）

　ここでrp乗する」という操作が暗号化に相当し，「pで割る」

という操作が暗号の解読に相当する．クレジットカード番号

は16けたの整数であるが，インターネットで送信する際に

はそれをp乗した数値を送る．この数値は巨大であり，一見

したところ，元の数値とは似ても似つかない　しかし，pで

割れば元の16けたの整数が余りとして得られるというわけ

である，この場合，pという素数がわかれば，暗号を解読で

きる．pという素数が暗号の鍵となっており，これを悪者に

悟られないように，送信者と受信者が共有することが必要にな

る．

　不特定多数の利用者がいるインターネット上で，現実にこの

ような鍵の管理を行なうことは不可能であるから，実際の暗号

化は，もう少し複雑な手順で行なわれているが，その根底とな

る部分で素数が利用されている点は変わらない．そこで，鍵と

なる素数をいかにして悪者に悟られないようにするかが重要と

なる，逆に割るものの側から見れば，いかにして鍵となる素数

を迅速に見つけるかが死活問題である．そこで，そもそも素数

はどれくらいたくさんあるのか，という問題に到達する．

2．歴史的な経緯

　素数はどれくらい多く存在するか，あるいは，どれくらいの

頻度で出現するかという問題は，純粋数学の中心的な問題とし

て，古くはユークリッドの時代から研究されてきた　紀元前，

ユークリッドによって得られた有名な事実として，

素数は無数に存在する．

がある　この事実の証明は初等的であり，高校生にも理解でき

ることから，気の利いた高校の参考害にも載っていたり，過去

には大学入試で出題されたりしたこともある．そうした場面で

登場する証明は，多くの場合に背理法（仮に素数が有限個しか

存在しないと仮定して矛盾を導く方法）であり，それも確かに

間違いではないのだが，歴史的にTE確に見ると，実際にユーク

リッドが行なった証明は直接構成法（任意に与えられた有限個

の素数から新しい素数を構成する方法）であった　その概要は

次のようである．

仮に有限個の素数があったとすると，それらを全て

掛け合わせて1を加えた数は，有限個の素数のどれ

で割っても1余る，よってその数はそれら有限個の

素数のどれで割っても割り切れない，したがって，

その数は新しい素因数を持つので，最初に考えた有

限個の素数以外に，別の素数が存在することになる

このように，素数が無数に存在することは紀元前にすでに知ら

れていた．その後，長い間，素数論の進展はなかったが，

1737年に天才数学者オイラーにより，画期的な進展が得られ

た．それは，ゼータ関数

＊
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　　　　ζ（s）　－1－・一ご＋；→一…　　一一£ご

　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1

という強力な道具を発見したことにあった．この級数はs＞

1のときに収束するが，S＝・1では。。に発散する．すなわち，

　　　　　ζ（1）－1＋；＋1＋…一・・

である．この発散無限級数は調和級数と呼ばれ，微積分の

演習問題としてよく教科書にも載っている，オイラーは，

次のようなζ（s）の新しい表示式を発見した．

　　　　　ζ（s）一蕊一n占

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P5　　　　　　　　n＝＝1　　　　　　　　　　　　　P：素数

右辺のHは積の記号であり，すべての素数pに渡った積

を表す，これをオイラー積という，

このオイラー積表示を証明するには，右辺をべき級数展開

を用いて
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のように出てくる，

　このオイラー積表示は，素数論に進展を与えた，その理

由は，先程見たζ（D＝∞より，素数が無数に存在すること

が直ちにわかるからである，すなわち，s＝1を代入した際，

素数全体に渡る積が。。に発散するということは，その積が

無限積であることを意味するからである．有限積であれば，

どんな値を代入しても。。になることはあり得ない，これは

ユークリッドの行なった背理法あるいは直接構成法による

証明とは本質的に異なる新しい証明であった，

　数学においては，一つに定理に対して別の証明（別証）

を得る研究は重要である．証明の方法を変えることにより，

それまでに決して見えなかった新しい現象が観察され，数

学を進展させることが可能となる．上でみたオイラーの別

証は，単にユークリッドと同じ事実を別の方法で示しただ

けではない．素数の個数に対する本質的に新しい事実を含

んでいる．

　それは，たとえ無限積であっても収束する場合もあり得

ることを考慮すればわかる．無限積が発散するとは，積を

構成する無限の大きさがある程度大きいことを意味するの

だ．たとえ素数が無限に存在するという事実が同じであっ

ても，その無限が比較的小さな無限であり，素数の出現が

非常に稀である状況下においては、無限積は収束し得る，

　オイラーは，ユークリッド以来知られていた「素数が無

数に存在する」事実を，数千年ぶりに改良したことになる．

すなわち，素数の個数としての無限大は，。。の中でもある程

度大きな。。である．そしてその大きさとは，オイラー積が

発散する程度の大きさである，

　現代の数学では，このオイラーの結果を「無限大の位数」

という概念を用いて正確に表すことができる．オイラーの

時代にはそうした記法がなかったため，オイラーはこの結

果を論文中に記していないが，オイラー積の発見は数学史

上最大級の発見の一つと数えられている．その後，現代に

至るまで，素数の個数の∞の大きさを正確に求める問題は

研究され続けているが，その研究にはゼータ関数が使われ，

それ以外の道具はいまだに知られていない．素数論，ある

いはより一般に整数論とは，ゼータ関数論のことであると

言っても過言ではない．オイラーはそんな数学の新分野を

切り拓いた人物として，名を残している．

　オイラーから100年後の1859年，リーマンはゼータ関

数に新たな進展を与えた，上で紹介したオイラーのζ（s）は，

現在はリーマンのゼータ関数と呼ばれている．その理由は，

オイラーの時代にはまだ複素数関数論がなかったため，オ

イラーは変数sを実数，特に整数についてのみ考察していた．

まだその段階のζ（s）は関数というよりも級数の個々の値に

過ぎず，これを複素変数の関数とみなしたのはリーマンの

業績である（ちなみに，ゼータζという文字を用いたのも

リーマンである）

　複素関数とみなすことで，何がわかるのだろうか．ここ

に数学の奥深さ，現代整数論の神秘がある，ゼータ関数ζ（s）

は，Sが実数の場合にはS＞1で収束し，　S＝1で発散するこ
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とは先に述べた．sが複素数の場合，複素半平面Re（s）＞1

で収束し，それ以外では発散することが証明できる．しかし，

複素関数には解析接続という概念があり，正則関数（また

は有理型関数）として，定義域を拡張することができる．リー

マンは，ζ（s）にこのような操作が可能であることを証明し

た，そして，ζ（s）＝0となる点（このようなsを零点という）

が，複素平面上に無数に存在することも示した．零点がわ

かれば，関数を因数分解形に書くことができる．すなわち，

零点ρに渡る無限積として

　　　　　　　　く（s）－4（1－；）

といった形になる．これは複素関数論でアダマール積（ま

たはワイヤーストラスの標準形）といわれている形である

が，ここでは簡単のため，収束性に必要な付加的な因子を

省略した．

　いずれにしても，リーマンにより得られた因数分解形は

「零点に渡る積」の形であり，これをオイラー積と比較する

ことにより，

（零点に渡る積）＝（素数に渡る積）

という事実が得られる．この両辺の対数を取れば，

（零点に渡る和）＝（素数に渡る和）

の形の式も得られる．

　さて，すでに無数に存在することがわかっている素数が，

はたしてどれくらい大きな。。であるかを研究するには，x以

下の素数の個数n（x）の増大度を，xの関数として求めれば

よい．n（X）は，　X以下の素数に対して1，その他の素数に

対して0を加えた「素数にわたる和」とも解釈できるので，

上で述べた方程式により，ゼータ関数の零点に渡る和と関

連がつく．

　リーマンの時代に行なわれた研究は，x→。。のときのn（x）

の挙動を求めることであり，それは，以下の素数定理とし

て1800年代後半に証明された：

　　　　　　　　・（x）一∬瀞

　記号～は，左辺と右辺の比がx→。。で1に収束するとい

う意味である，すなわち，～は主要項が等しいことを表し

ている　右辺の積分が意味するところは，tくらいの大きさ

の数が素数である「確率」は，ほぼ1／log　tだということで

ある．被積分関数t／｜ogtは，　tくらいの大きさの素数の個数

の期待値に相当し，それを2からxまで積分することで，

素数の個数n（x）を得ている，この右辺の積分式を対数積分

と呼び，li（x）と書く．部分積分により，容易に

　　　　　　　　　li（・）一㌫

であることがわかる．

　この素数定理は，ゼータ関数ζ（s）の複素関数としての性

質から得られる，実際，ζ（s）≠0（Re（s）＝1）という事実が，

素数定理と同値である，そして，より一般に，ゼータ関数

の零点が，n（x）の挙動に逐一影響を与えていることがわか

る．s＝ρという零点があったとすると，それはπ（x）に対

してli（Xりという項で寄与する．複素数の基本的な性質から，

li（xP）の大きさは，1i（xke｛p｝）であるから，素数の個数を決

定づける重要な量はゼータ関数の零点ρの実部Re（ρ）で

あることがわかる．

　n（x）に対し，その主要項は素数定理によってわかったの

だが，より言羊しい挙動（誤差項）を知るには，Re（ρ）が必

要となるのである．リーマンは，緻密な計算を重ねていく

つかの零点に対してRe（ρ）を求め，すべての複素零点に

対しRe（ρ）＝1／2であろうと予想した．これをリーマン予

想と呼ぶ．

　Re（ρ）は最低1／2であることが証明されているため，リー

マン予想が正しければ素数の個数は最低限度となり，誤差

項の大きさが最小となる．すると，どの辺りにどの程度の

確度で素数が出現するかが見積もれるようになり，その結

果，暗号の鍵となる素数の発見がしやすくなる．

　リーマンがリーマン予想を提出したのは1859年であり，

今年2009年はちょうど150周年である．現在リーマン予

想は数学界最大の未解決問題といわれており，150周年の

今年は，リーマン予想に関する記念研究集会や書籍の出版

が相次いでいる．

　以上がリーマン予想誕生までの，歴史的経緯と数学的背

景である，

　　　　　　3．セルバーグ・ゼータ関数

　数学の研究では，未解決問題を考える際に，類似例を構

成して解いてみることが行なわれる，自然界の現象や数学

的な現象には，不思議なバランスが存在し，一見理論的に

関係がないように見える複数の局面において，類似の現象

が成立するといった例が多くみられるからである．

　リーマンのゼータ関数の類似として，セルバーグは新し

いゼータ関数を定義した，それは負定曲率の可微分多様隊

Mのゼータ関数ZM（s）であり，次で定義される，
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　　　　　　　　　cx）
　　　　ZM（・）－HH（1－N（P）－n”s）．

　　　　　　　　　n＝O　P

　ここで，Pは素数の類似で，MEの素測池線と呼ばれる

ものである，Pは曲線（図形）であるから，それ白体が数

値でなく，そのままでは数式に組み込めない，そこで，そ

の一周の長さe（P）を用いて，ノルムをN（P）＝＝eClv）と定義

し，これを素数の大きさの類似としてゼータ関数に用いた

ものが上の定義である．なお，このオイラー積はn，Pに渡

る二重無限積になっているが，これはゼータ関数の解析を

行なうための跡公式からの計算結果である，これについて

は，著書［7］に詳述した．

　セルバーグは，ゼータ関数ZM（S）の複素零点が，ほとん

どすべての場合にRe（s）＝1／2を満たすことを発見した．す

なわち，セルバーグのゼータ関数の零点は，有限個の例外

を除いてリーマン予想の類似を満たすのである．セルバー

グの証明は非常に複雑であるが，私は，跡公式からの直接

計算とスペクトラル・ゼータ関数の解析接続という新しい

手法を用いることにより，ZM（S）がリーマン予想を満たす

からくりを解明した，以下にその研究を紹介する．

　多様体Mに対し，ラプラシアンムという作用素が定義さ

れる．△は関数空間L’（M）・1二に作用し，Mがコンパクトな

ときはスペクトルは離散となり，Mが非コンパクトなとき

は連続スペクトルが生ずることがわかっている．私の得た

定理は，セルバークのゼータ関数が

　　　　　　　　Zノば（s）＝det（△，s）

という形に行列式を用いて表されるということである，det

は行列式の記号であり，すべてのスペクトルの積である

したがって，一般に離散・連続の両方のスベクトルがある

場合には，離散部分det／．（△，　s）と連続部分det・（△，　s）

の積として，

ZM（s）＝detD（△，5）detc（△，8）

と表わされる，ここで，変数sの寄与は，離散部分については

detD（△，s）＝detD（△－s（1－s））

となる，すなわち，固有値列をλnで表せば，

　　　　　d・t・（△7s）－rl（λ。　－s（1－s））

　　　　　　　　　　　　n
となる．これがセルバーグ・ゼータ関数の因数分解形の・・

部（離散部分）であると見ることができ，Zパs）＝0を解く

には，各因子のsに関する2次方程式を解き，

　　　　　　　　　　1　　　　　1
　　　　　　　　s＝i±λ・一㍗

となる　ラプラシアンは自己共役作用素であり，固有値は

すべて非負の実数で，無限大に発散することが知られてい

るので，この零点sは，1／4より小さな有限個の固有値を除

いて，ほとんどすべての場合に実部が1／2となる，こうして，

セルバーグ・ゼータ関数のリーマン予想は示される．

　以上の理論は「セルバーグ・ゼータ関数の行列式表示の

研究」として，論文1）～5）により種々の拡張がなされ，

現在に至っている，現在の数学では，ゼータ関数の行列式

表示を得ることが，リーマン予想解決に向けた最も有効な

手段であろうと考えられているが，この研究はその哲学に

寄与するものである．

4．絶対数学：一元体上の幾何学

　本節では，リーマン予想への取り組みの最先端の話題と

して，一元体Fl上の幾何学を紹介する．この分野はまだ始

まったばかりであり，未開拓の部分が多い，IF1に関わる諸

概念の定義はまだ完全に定まっているとはいえず，まだ定

義を模索している段階である，

　一元体そのものの発祥は，1957年のティッツの論文に遡

るが，その後，世界の数学界で30年あまりの間，この概念

は無視されていた．1990年頃より，東京工業大学の黒川教

授により，一元体の概念をリーマン予想の解決に応用でき

るであろうとの提唱がなされ，1995年，マニンによる歴史

的な論文9）が出版され，その後，黒川・小山の共同研究と

して，多数の論文が出版された．一方，フィールズ賞受賞

者として名高い幾何学者コンヌは，90年代中盤からリーマ

ン予想を非可換幾何学を用いて解決することに取り組み，2

編の論文を出版した．このアプローチは，当初は従来の数

論とまったく別の手法と考えられたが，最終的には一元体

上の幾何学の構成が必要となり，黒川・マニンらの方針と

共通の概念が必要となった．こうして，一元体上の幾何学

について研究が盛んに行なわれるようになり，現在に至っ

ている．

　一元体上の数学を「絶対数学」と呼び，そこで登場する

諸概念にも「絶対」の接頭語をつける習慣になっている，

一元体とは，これまでに数学で扱われたあらゆる諸概念の

根源となっている基本的な代数系のことであり、体の標数

に関わらず共有される共通の係数体である，数学の歴史上，

0の発見以来の大きな変革であるという人もいる，一元体は，

当初は仮想的なものであったが，最近ではその定義も確立

され，一元体を用いた諸概念も，徐々に定義されている．
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リーマン予想とゼータ関数

たとえば，一元体上の代数とは，乗法的半群（モノイド）

のことであり，それを用いると，下に述べるように，絶対ゼー

タ関数が定義できる．

　最近，私たちが得た定理として，絶対ゼータ関数の実例

に関する諸結果がある．

　IF1代数を乗法モノイド（単位元1を持ち，結合法則を満

たす代数系）であって0を持つものと定義する，この0とは，

どんな元との積も0となる元をいう．具体的には自然数m

に対してFlmを，1のm乗根の全体からなる集合に0を添

加した集合と置く．これは基本的なF1代数である．

　絶対ヴェイユ・ゼータ関数はFl代数Aに対して

C・・（s）一
iSi　（‘恥）1　）

と定められる．この定義は，リーマン・ゼータ関数の類似の

一つである合同ゼータ関数の定義と同じ形であり，自然な

定義である．次の定理（D～（5）が成り立つ（証明は文献6），

8）を参照されたい）．

（1）ζ・、N（・）－H（1－・－ns）一禦．ただし・・…は

　　　　　　　nlN

　　オイラー関数であり，nと公約数を持たないようなn

　　以下の自然数の個数を表す，

（2）ζF、N（s）はs－→－sの関数等式を持つ．

（3）〈F、N（8）の特異点（“零点・極”）はすべてRe（s）＝

　　0上に乗っている。

（4）行列式表示

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　（FIN（s）＝det（1一ΦNe－s）一π

　　を満たす．ここで，

　　　　　　　ΦN：μN2　－一〉　μN2

　　　　　　　　　　　α　　トー→　 α1V十1

　　は自己同型（“フロベニウス作用素”に当たる）である，

（5）ζF、N（8）（N＝1，2，3－・）は，零点・極の加法性を満たす．

　　すなわちζFIN（S）の零点・極の和を零点・極に持つよ

　　うなゼータ関数が構成でき，行列ΦNのクロネッカー積

　　による行列式表示を持つ．

　定理の最終項目（5）に述べた零点・極の加法性は，ゼー

タ関数のリーマン予想を証明するために必要な性質である．

　このように，Fl代数のゼータ関数は，リーマン予想解決に

向けた望ましい性質を持つ．今後は］Fl上のゼータ関数の実

例計算をより多く行ない，こうした性質を持つゼータ関数

の族を広げていくことが，リーマン予想に近づくことにつ

ながると思われる．
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