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Abstract

This　paper　proposes　a　game　f（）rm　that　fully　implements　the　kernel　correspondence　in　subgame－perfect　equilib－

rium．　This　finite－stage　extensive　game　fOrm　incorporates　objections　and　counter－objections　in　the　definition

of　the　kernel　proposed　by　Osborne　and　Rubinstein［1994］．　In　the　game　form，　agents　do　not　have　to　report

preferences，　which　are　diMcult　to　communicate　in　reality．　Furthermore，　the　game　f｛）rm　achieves　implementation

for　any　class　of　allocation　problems　where　preferences　are　quasi－linear　and　the　associated　coalitional　f（）rm　game

is　superadditive．

1．Introduction

This　paper　proposes　a　game　f（）rm　that　implements　the　kernel　correspondence　in　subgame－per允ct　equi－

librium．

　　　The　kernel　is　a　solution　concept｛br　coalitional　fbrm　games　with　transferable　utility　and　was丘rst

introduced　by　Davis　and　Maschler［1965］．　Osborne　and　Rubinstein［1994］proposed　another　equivalent

definition　of　the　kernel　in　terms　of　objections　and　counter－objections　in　negotiatiolls．　The　kernel　is　the

set　of　payo任divisions　such　that　fOr　every　objection，　there　is　a　counter－objection．　Imagine　that　there　is

apayo旺division，　which　we　call　the　status　quo，　on　the　table　of　negotiations．　Suppose　that　some　agent　k

makes　an　objection　against　agent　e　to　the　status　quo　by　naming　a　coalition　S　to　which　k　belongs　that

excludes　4，　and　saying　S，s　dissatisfaction　is　very　large；S，s　dissatisfaction　is　a　difference　between　S’s

payoff　achievable　on　its　own　and　S’s　payoff　at　the　status　quo．　However，　if　the　status　quo　is　in　the

kernel，　e　can　make　a　counter－objection　against　k　by　naming　another　coalition　T　to　whichぞbelongs

that　excludes　k，　and　saying　T’s　dissatisfaction　is　not　less　than　S，s．　Such　a　proper　counter－objection

can　make　the　objection　ineffective．

　　　By　its　de6nition，　the　kerllel　is　stable　against　objectiolls．　In　other　words，　a　payoff　division　in　the

kernel　indicates　a　way　of　sharing　the　society，s　benefits，　which　is　desirable　in　the　sense　that　it　is　immune
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to　any　complaint　from　any　society　member。

　　　Implementation　theory　aims　to　develop　a　tool　for　the　uninformed　social　planner　who　wishes　to　realize

certain　desirable　allocations，　When　the　social　planner，　or　tlle　society，　attempts　to　realize　desirable

allocations，　he　must　collect　infOrmatioll　on　the　preferences　of　members　in　the　society．　However，　it　is

often　the　case　that　the　social　planner　has　difEculty　in　collecting　such　infbrmation　while　the　concerned

members　share　much　information　on　each　other．　F（）r　such　circumstances，　a　game　f（）rm　can　be　used

as　a　tool　f（）r　the　social　planner，　The　game　fbrm　itself　is　de丘ned　independently　of　the　preferences　of

members　in　the　society．　As　the　literature　on　implemelltation　theory　has　proposed，　properly　designed

game　forms　can　realize　desirable　allocations　in　equilibrium　of　the　games　even　if　the　social　planner　is

given　an　insuMcient　amount　of　information，

　　　This　paper　presents　a　game　form　that　realizes　the　set　of　kernel　allocations　in　subgame－perfect

equilibrium．　We　incorporate　objections　and　counter－objections　in　Osborne　and　Rubinstein’s　definition

of　the　kernel　into　a　finite－stage　extensive　game　form．　In　the　first　stage　of　the　game　f（）rm，　each　agent

is　given　an　opPortunity　f（）r　an　objection．　If　there　is　no　proper　counter－objection　to　the　objection，　the

objector　can　obtain　a　higher　payoff　than　at　the　status　quo　no　matter　what　counter－objection　is　tried　to

make．　However，　if　there　exists　a　proper　counter－objection，　it　turns　out　that　the　game　f（）rm　chooses　the

status　quo．　With　the　game　fbrm，　every　kernel　allocation　is　attainable　in　subgame－perfect　equilibrium．

Moreover，　every　equilibrium　allocation　achieves　a　payoff　division　in　the　kerneL　That　is，　t止1e　game　form

fully　implements　the　kernel　correspondence　in　subgame－perfect　equilibrium．

　　　Our　investigation　of　implementation　of　the　kernel　correspondence　might　be　worthwhile　in　the　fbl－

lowing　three　aspects．

　　　First，　our　attempt　to　design　a　game　fbrm　that　incorporates　the　objection　and　counter－objection

phase　to　implement　the　kernel　correspondence　in　allocation　problems　appears　new　in　the　literature．

Important・solutions　for　coalitional　form　games　include　the　Shapley　value，　the　bargaining　set，　the

nucleolus，　and　the　kerneLl　There　are　many　studies　on　implementation　of　the　Shapley　value．2　Studies　on

implementation　of　the　bargaining　set，　which　is　also　defined　in　terms　of　objections　and　counter－objections

as　the　kernel，　include　Serrano　and　VOhra［2002］，　Einy　and　Wettstein［1999］，　and　Perez－Castrillo　and

Wettstein［2000］among　others．　These　papers　present　game　forms　that　employ　the　objection　and

counter－objection　phase，　which　has　inspired　the　idea　of　the　presellt　paper．　Implementation　of　the

nucleolus　in　allocation　problems　as　in　the　present　paper　is　studied　by　Samejima［2004］．　However，

　　　1R）r　the　deHnitions　of　these　solutions，　readers　are　referred　to　Osborne　and　Rubinstein［1994］．

　　2The　literature　on　implementation　and　non－cooperative　fbundations　of　the　Shapley　value　includes　Bag　and

Winter［19991，　Gul［1989］，Hart　and　Mas－Colell［19961，　Perez－Castrillo　and　Wettstein［2001］，　and　others．
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Irnplementation　of　Kernel　Correspondence

studies　on　implementation　of　the　kernel　in　allocation　problems　appear　to　have　been　missing．

　　　Second，　our　game　f（）rm　possesses　various　desirable　properties　compared　to　the　canonical　game　f（）rm

developed　by　Moore　and　Repullo［19881．　Moore　and　Repullo　present　a　su田cient　condition，　called

the　condition　C＋，　and　the　canonical　game　f（）rm　fbr　subgame－perfect　implementation　in　the　general

environment　with　three　or　more　agents．　The　condition　O＋involves　the　existence　of　a丘nite　sequence　of

allocations　satisfying　certain　preference　relations，　but　such　a　sequence　is　di伍cult　to　find．　Furthermore，

agents　have　to　report　their　preferences　in　the　canonical　game　Ibrm　while　agents　do　not　have　to　do　so

in　our　game　fbrm．　This　is　a　desirable　property　of　our　game　f（）rm　because　preferences　are　di缶cult　to

communicate　in　reality．　Our　game　form　is　always　balanced　in　the　sense　that　there　are　neither　deficits　nor

surpluses　even　on　off－equilibrium　paths．　The　game　f（）rm　also　satis丘es　individual　feasibility，　which　is　an

important　requirement　f（）r　natural　mechanisms（Saijo，　Tatamitani，　and　Yamato［1996］）．　Furthermore，

the　game　fbrm　achieves　implementation　f（〕r　any　class　of　allocation　problems　where　preferences　are

quasi－linear　and　the　associated　coalitional　form　game　is　superadditive．

　　　Third，　our　approach　to　the　kernel　is　what　Bergin　and　Duggan［1999］call　an　implementation－

theoretic　apProach　to　non－cooperative　foundation9．　of　cooperative　solutions．　Studies　on　non－cooperative

f（）undations　aim　to　provide　nol1－cooperative　models　of　negotiations　whose　equilibrium　outcomes　agree

with　cooperative　solutions　of　coa｝itional　f｛）rm　games．　Bergin　and　Duggan　discuss　the　advantage　of　the

implementation－theoretic　approach　over　the　coalitional－function　approach　to　non－cooperative　f（）unda－

tions．　The　implementation－theoretic　approach　advocates　explicitly　modelling　the　physical　environment

and　individual　preferences　and　constructing　a　game　f（）rm　independent　of　preferences　to　implement　a

certain　cooperative　solution．　On　the　other　hand，　the　coalitional－function　approach　models　a　process

of　negotiations　directly　on　the　coalitional　function　that　gives　payoffs　or　worths　of　coalitions　without

specifying　details　of　the　environment　and　preferences，　which　are　critical　for　determining　feasible　payoffs．

Fbllowing　Bergin　and　Duggan，s　spirit，　the　present　paper　takes　the　implementation－theoretic　approach

to　noll－cooperative　fbundations　of　the　kernel，　while　Serrano［1997］takes　the　coalitional－function　ap－

proach．　Besides　its　approach，　Serrano［1997］differg．　from　the　present　paper　in　that　Serrano　considers

sequential　bilateral　matching　of　agents　in　the　infinite　time　horizon　modeL

　　　The　remaining　part　of　this　paper　is　organized　as｛bllows．　Section　2　defines　allocation　problems　and

introduces　the　notions　of　the　kernel　and　implementation．　Section　3　proposes　a　game　form　that　imple－

ments　the　kernel　correspondence　in　subgame－perfect　equihbrium．　Section　4　provides　some　concluding

renlarks．
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2．Preliminaries

2－1．Preferences

Let／V＝｛1，2，＿，n｝be　a　finite　set　of　agents　with　at　least　three　members（n≧3）．　A　coαlition　is　a

non－empty　subset　of　Nりand　it　is　typically　denoted　by　S　or　T．　Each　agent　i∈ノV　has　the　consumption

space　denoted　by　Xi×IR　where　Xi　is　a　non－empty　set　and　R　is　the　set　of　real　numbers．　A　consumption

bundle　in　Xε×IR　is　denoted　by（xi，mi）where　mi∈Ris　the　amount　of　monetary　transfer　that　agent　i

receives　and　xi∈Xi　is　the　remaining　part　of　the　consumption　bundle．　Agent　i，s　endowment　bundle　is

α『≡（Wi，0）∈Xi×R．

　　　We　assume　that　each　agent　has　a　quasi－linear　preference　relation　since　the　de丘nition　of　the　kernel

requires　interpersonal　comparisons　of　payoffs．

P1．　Each　agent　i∈Nhas　a　preference　relation　represented　by　a　real－valued　quasi－linear　utility

　　　　　function　ui（xi）十mi　defined　over　Xε×R．

　　　We　call　ui（・）agent　i’s　vαluation　function．　The　set　of　all　admissible　valuation　functions　of　agent　i

is　denoted　by　bli．　We　call　u≡（Ul，U2，…　　，Un）a　vαluαtion　pr（φle．　The　set　of　all　admissible　valuation

profiles　is　denoted　by乙4≡～ノ1×U2×…　　×乙4n．

　　　For　notational　convenience，　givenα＝（xi，mi）i∈5，　we　de丘ne

u・（x）≡Σψの，

　　　　　　　i∈s

ms≡
ｰm・，

　　　　　　　i∈s

Ui（α）≡Ui＠の＋mi，

Us（α）≡μs（x）十ms．

and

2－2．Allocations

The　set　of　allocations　that　a　coalition　S　can　achieve　on　its　own　is　predetermined　exogenously　and　is

denoted　by　As⊆H，∈s（Xε×R）．　Elements　in　As　are　referred　to　as　S－feαsibleαllocations，　on　which　we

assume　the　fbllowing．

A1．　R）r　each　coalition　S，　each　S．feasible　allocation（xi，mi）i∈5∈As，　and　each　transfer　vector

　　　　　（　　　’mi）i∈s∈Rs　such　that　m5＝0，　we　have（xi，mi十m；）乞∈s∈．45．

A2．　R）r　each　pair　of　coalitions　S，　T⊆」V　such　that　S∩T＝の，　each　S－feasible　allocation　（xi，mi）i∈s∈As，

　　　　　and　each　T－feasible　allocation（コci，mi）i∈T∈、4T，　we　have（xi，mi）i∈suT∈AsuT．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Implementation　of　Kemel　Correspondence

　　　AI　says　that　any　trans允r　among　agents　in　a　coalition　is　feasible　as　long　as　it　is　balanced　within　the

coalition．　A2　says　that　fbr　any　two　disjoint　coalitions　and　two　allocations　feasible　for　the　coalitions，

the　combined　allocation　is　feasible　fbr　the　combined　coalition．　Throughout　the　paper、　we丘x　allocation

飴asibilities（As）⑦≠s⊆1v・

　　　We　de丘ne　S－e伍cient　allocations　as　follows．　An　S－｛斑ible　allocationα∈As　is　S－efiicient　if

Us（α）≧Us（α’）fbr　allα’∈．4s．　Note　that　f（）r　each　S－ef丑cient　allocation＠包，mi）i∈s　alld　each　transfer

vector　m’∈Rs　such　that　m5＝0，　another　allocation（xi，mi十m；）i∈s　is　also　S－e伍cient．

　　　Example．　Excludαble　public　good　economies．　The　fbllowing　model　is　one　of　the　examples　of　allo－

cation　problems　to　which　our　analysis　can　be　applied．　A　public　good　is　excludable　if　it　is　possible　to

prevent　any　agent　from　the　bene丘t　of　the　public　good．　For　simplicity，　we　assume　a　lillear　production

technology，　t｝lat　is，　one　unit　of　the　public　good　is　produced　with　one　unit　of　monetary　contribution

伽magents．　An　excludable　public　good　ecollomy　consists　of

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

a丘nite　set　of　agents］V，

f（）reach　i∈∫V，　the　consumption　space　R＋×IR　with　its　typical　element侮i，mのwhere　xi≧Ois

the　level　of　the　public　good，

f（）reach　i∈～V，　the　endowment　bundle（0，0）∈］R＋×R，

fbr　each　i∈／V，　a　quasi．linear　utility　function　ui（xi）十mi　defined　over　the　consumption　space

wh・・e・u・i・・di任・・enti・bl・，　i…e・・i・g，・nd・・…v・valuati・・f・n・ti・1・su・h　th・t誌・紗く1

f（）rSUMCiently　large　Xi∈R＋，

for　each　coalition　S⊆N，　the　set　of　S－feasible　allocations

Item（5）describes　the　exclu

sub－coalition　Sh，they　consume　the　same　level

sub＿coalitions

by　Bag　and　Winter［1999］，w

A2　are　clearly　satisfied

each　i∈S，

　　　　　　A・一｛ぴ乞，mi）・∈・∈H（R＋×R）・恥・ea・h　p・・titi・・｛s・｝廷・・f　s、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H

　　　　　　　　　　　　［i，ゴ∈s・⇒x（Sh）≡Xi一川・ndΣ・（sり一一Σ吋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　九＝1　　　　　　　　　i∈5

　　　　　　　　　　　　　　dability　of　the　public　good．　If　two　agents乞andゴbelong　to　the　same

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（Sh）of　the　public　good．　But　if　they　belong　to　different

　，they　may　consume　different　levels．　This　model　of　an　excludable　public　good　is　studied

　　　　　　　　　　　　　　ho　investigate　implementation　of　the　core　and　the　Shapley　value．　AI　and

　　　　　　　　　．The　existence　of　S－e缶cient　allocations　is　ellsured　by　the　assumptioll　thadbr

か⑭＜1わ・1・・g・・i・
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2－3．The　kemel　correspondence

Given　an　S－eMcient　allocationα，　we　can　de丘ne　the　worth　of　a　coalition　S　by　vs≡Us（α）．　Such　vs　is

uniquely　determined　independently　of　the　choice　of　an　S－e伍cient　allocation．　We　denote　v｛i｝by　vi．

　　　The　list（N，（vs）②≠5⊆N），　simply　denoted　by（N，　v），　constitutes　a　coαlitionα1　form　gαme　with　trans－

ferable　utility、　A　payoff　division　among　agents　is　represented　by　a　vector　q≡（q1，q2，＿，qn）．　R）r

notational　convenience，　let　qs≡Σ，∈sqi．　A　payoff　vector　q　is　N－efiicient　if　qN＝vN．　A　payoff

vector　q　is　individually　rαtional　if　qτ≧vi　fbr　all　i∈1V。　An　imputαtion　of（N，　v）is　an」V－e伍cient

and　individually　rational　payoff　vector．　By　A2，　the　game（」V，∋is　superadditive　ill　the　sense　that　for

coalitions　S，　T⊆Nsuch　that　S∩T＝②，　we　have　vsuT≧vs十vT．　Furthermore，　the　set　of　imputations

is　non－empty　by　the　superadditivity．

　　　The　kernehs　a　solution　concept　fbr　coalitional　fbrm　games；it　is　a　collection　of　payoff　divisions

that　are　stable　in　a　certain　sense．　The　kernel　was　first　introduced　by　Davis　and　Maschler［19651，　and

Osborne　and　Rubinstein［1994］presented　another　equivalent　de丘nition　of　the　kerneL　To　describe　the

definition　due　to　Osborne　and　Rubinstein，　we　de丘ne　o句ecれoπ3　and　counter－o句ec£Zoηs　as　fbllows．

K1．　An　objection　of　k∈」V　against　e∈1V　to　an　imputation　q　is　a　coalition　S　such　that　k∈S，　e¢5，

　　　　　and　qe＞Ve．

K2．　A　counter一吻ection　to　the　objection　S　of　k　against　e　is　a　coalition　T　such　that　e∈T，　k¢T，　and

　　　　　Vs－qs≦VT－qT．

　　　De丘nition（Osborne　and　Rubinstein，1994）．　The　kernel　of（N，　v）is　the　set　of　imputations　q　such

that　fbr　every　objection　S　of　any　agent　k　against　any　other　agent　e　to　q，　there　is　a　counter－objection

toS．

　　　The　number（vs－qs）is　called　the　excess　of　S　at　q，　andゆT－qT）is　the　excess　of　T　at　q．　The

excess　represents　the　amount　of　dissatisfaction　of　a　coalition．　An　objection　represents　a　complaint　by

k∈Swho　is　dissatis丘ed　with　the　payoff　given　to　his　coalition　S　that　excludes　e　f（）r　whom　qe＞ve．　A

counter－objection　represents　a　counter－argument　by　e∈Twho　claims　that　the　amount　of　dissatisfaction

of　S　does　not　exceed　that　of　his　coalition　T　that　exchldes　k．　A　payoff　division　in　the　kernel　is　stable　in

the　sense　that　every　objection　can　be　made　ineffective　by　some　counter－objection．

Fact．　The　kernel　of（N，　v）is　non－empty　if　the　set　of　imputations　fbr（1V，　v）is　non－empty．

　　　Aproof　of　this　fact　is　found　in　Osborne　and　Rubinstein［1994］．　Since　a　game（N，　v）induced　by　our

allocation　problem　is　superadditive　and　hence　the　set　of　imputations　is　non－empty，　the　kernel　of（N，　v）
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lmplernentation　of　Kernet　Correspondence

1s　non－empty．

　　　Given　a　valuation　profile　u∈U，　we　obtain　a　coalitional　fbrm　game（N，　v）associated　with　it．　A

kernel　allocαtionα∈／1／v　is　an　allocation　that　realizes　a　payoff　division　q　in　the　kernel　of　the　associated

coalitional　fbrm　game．　That　is，　f（〕r　a　kernel　allocationα，　we　have　Ui（α）＝qi　fbr　all　i∈2V　where　q　is　in

the　kernel．　Letψ（u）be　the　set　of　all　kernel　allocations　f（）r　a　valuation　pro丘le　u∈〃．　This　multi－valued

function　9：Zイ→A」v　is　called　the　kernel　correspondence．

2－4．Implementation

We　consider　a五nite－stage　extensive　game　form　F　with　perfect　information．　The　gαme／brm　r　consists　of

agame　tree　with　the　set　of　choices　available　to　agents　at　each　decision　node，　and　an　outcome　function　O．

Alist　of　agentガs　choice　aもeach　decision　node　is　called　agent　i，s　strategy　si．　A　strategy　profile（8の｛∈N

is　t．ypically　denoted　by　s，　while　another　strategy　pro61e（昧，（si）・i∈N＼｛k｝）is　delloted　by（31，s－k）．　With

each　strategy　pro田e　5，　an　outcome　fullctioll　O　associates　an　N－feasible　allocation　O（s）∈ノ4N．

　　　Given　u∈Zノ，　a　pair（r，u）constitutes　an　exteIlsive　form　gαme．　A　strategy　profile　s　is　called　a

5ubgame－pe7プヒcl　equilibrium　of（F，u）if　the　choices　specified　in　the　strategy　profile　constitute　a　Nash

equilibrium　in　every　subgame　of（F，u）．　It　is　well　known　that　a　pure－strategy　subgame－perfect　equi－

librium　can　be　obtained　by　backward　induction．　The　set　of　outcome　allocations　corresponding　to

pure－strategy　subgame－perfect，　equilibria　of（F，u）is　denoted　by　SPE（F，∋．

　　　Vlv’e　say　that　a　game　form　r　fully　implements　the　kernel　correspondence　g　in　subgαme－perfect　equilib－

rium　ifψ（⇒＝S1）E（F，u）f〈）r　all　u∈U．　The　full　implementatiol｝requires　that　every　kernel　allocation

can　be　realized　as　all　equilibrium　allocation　as　well　as　every　equilibrium　allocation　is　in　fact　a　kernel

allocation．

3．Result

3－1．The　game　fbrm

This　sectioll　presellts　a　game　f（）rm　that　implements　the　kenlel　correspondence　in　subgame－per允ct

equilibrhml．　The　game　fc）rm　is　depicted　in　Figure　1．　Formally，　the　game　form　F　is　de丘ned　as氏）llows．

The　game　fbrm　r．

　　　The　clloices　available　to　agellts　and　the　outcome　function　O　are　de丘ned　in　the五）llowing　description．

　　　We　note　that　a　list　of　agentピs　choice　at　each　decision　node　is　called　agcnt　i’s　strategy　si，　alld　a　strategy

profile　5＝（5∂乞∈N　determines　one　terminal　node　at　which　the　game　stops．　R）r　each　terminal　node，　the　game

form　r　describes　an　outcome　allocation．　So，　for　each　strategy　pro丘le　5、　the　game　form　F　chooses　one　outcome
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allocation，　which　implicitly　defines　the　outcome　function　O　that　associates　an」V－feasible　allocation　O（s）∈AN

with　each　strategy　profile　s．

　　　In　Stages　2A，4A，　and　4B　of　the　game　fbrm　F，　agents　move　sequentially　in　order　of　index　numbers．

Stage　1．　Each　agent　i∈」V　simultαneously　chooses（ai，Ci，ei，Si，ei，zi）where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　αi∈A∧ris　anハ1－feasible　allocation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂i∈A｛i｝is　an｛i｝－feasible　allocation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　び∈∫V＼｛i｝is　any　other　agent，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Si⊆ノV　is　a　non－empty　proper　subset　of∫V　such　that　i∈Si　and　ei¢Si，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ei　and／are　real　numbers．

Rule　1／4．　If♂＝αfor　alれ∈1V，　then　the　outcome　isα．　STOP．

Rule　IB．　Ifα乞＝αfbr　all　i∈ノV＼｛k｝andαk≠αfor　someた∈N，　then　apply　the　fbllowing　Rule　IB1，1B2，0r

　　　　　　lB3．

　　　　Rute　IBI．　If　2k＜0，　then　go　to　Stage　2A，

　　　　Rute　IB2．　If　zk－＞0，　then　de丘ne　e≡ek，　S≡Sk，　e≡e★，　z≡zk，　and　j≡max（1V＼｛k，4｝）3and　go　to

　　　　　　　　　　　Stage　2B．

　　　　Rute　IB3．　If　zk＝0，　then　the　outcome　is　such　that　k　is　allocated∂んand　each　i∈ハr＼｛k｝is　allocated　his

　　　　　　　　　　endowment　bundleα；．STOP．

Rule　I　C．　If　none　of　the　above　applies，　the　outcorne　isαi　with　i＝max（arg　max九∈N　zh）．4　STOP．

Stage　2A．　Eacll　agent　in　IV＼｛k｝sequentialty　chooses　to　either　agree　or　disagree　with　ak．

Rule　2A　1．　If　all　agree，　then　the　outcome　isαk，　STOP，

Rule　2A2，0therwise，　the　outcome　isα，　STOP，

Stage　2B．　Agent　e　chooses　one　of　the丘〕llowing　rules．

Rule　2B1．　Go　to　Stage　3A．

Rule　2B2．　Choose　T⊆ノV　that　is　a　non－empty　proper　subset　of　N　such　that　e∈Tand　k¢Tand　go　to

　　　　　　Stage　3B．

Rule　2B3．　Choose　an｛e｝－feasible　allocation　ae∈A｛e｝．　The　outcome　is　such　that　e　is　allocated∂e　and　each

　　　　　　i∈］V＼｛e｝is　allocated　his　endowment　bundleα冨．　STOP．

　　31n　words，　agent　j　is　the　agent　with　the　largest　index　number　among　all　agents　except　fbr　k　and乏．

　　41n　words，　agent　i　in　Rule　IC　is　the　agent　with　the　largest　index　number　among　those　who　have　chosen　the

largest　real　number　zi＝maxh∈Nz九．

一8一



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Implementation　ofKemel　Correspondence

Stage　3A．　Agentんchooses　to　either　quit　or　proposeαs∈As．

Rule　3．41．　If　k　quits，　thell　the　outcome　isα．　STOP．

Rute　3．42．　If　k　proposesαs　and　S≠｛k｝，　then　go　to　Stage　4A、

Rule　3A3．　If　k　proposes　as　and　S＝｛k｝，　the　outcome　is　constructed　as　in　Rule　4A1．　STOP．

Stage　4A．　Each　agellt　in　S＼｛k｝seguentialty　chooses　to　eitller　agree　or　disagree　withαs．

Rule　4Al．　If　all　agree，　then　the　outcome　is　constructed　as　fbllows．

　　　　　　　　　　　　　　　Fi・st，　al1・・at・αs　t・ag・nt・i・S・and・：t・・a・h　i∈N＼S，・e・pecti・・ly．

　　　　　　　　　　　　　　　Second，　if　e≧Oandゴ¢S，　then　k　pays　the　amo皿tεtoゴ．

　　　　　　　　　　　　　　　Third，　if　e〈0，　then乏pays　the　amount（－e）to　k．　STOP．

Rule　4．42．　Otherwise，　thc　outcome　is　constructed　as　fc）IIows．

　　　　　　　　　　　　　　　First，　allocateαto　agcnts　iIコノV．

　　　　　　　　　　　　　　　Second，　if　e≧Oandゴ∈S，　then　k　pays　thc　amo皿t巴to　j．　STOP．

Stage　3B．　Agent乏chooses　to　either　quit　or　proposeαT∈AT．

Rule　3B1．　If　e　quits，　then　the　outcome　is　construct．ed　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　First，　allocateαto　agents　in　N．

　　　　　　　　　　　　　　　Second，ψpays　the　amoulユt　2　to　k．　STOP．

Rule　3B2．　If　e　proposesαT　and　T≠｛〈｝，　then　go　to　Stage　4B、

Rule　3B3．　If　e　proposesαT　and　T＝｛e｝，the　outcome　is　constructed　as　in　Rule　4B1．　STOP．

Stage　4B．　Each　agellt　in　T＼｛e｝sequentiαlty　chooses　to　either　agree　or　disagree　withαT．

Rule　4Bl．　If　all　agree，　thcn　the　outcome　is　constructed　as　f｛）110ws．

　　　　　　　　　　　　　　　First，・11・・at・・T　t・ag・nt・i・T　and　a㌘　t・ea・h　i∈」V＼T，・especti・・ly・

　　　　　　　　　　　　　　　Second，　if　e十z≧Oandゴ¢7「，　then　e　pays　the　alnount（e十x）to　j．

　　　　　　　　　　　　　　　Third，　if　e十z〈0，　then　k　pays　the　amount（－e－z）to　e．　STOP．

Rule　4B2．　Otherwise，　the　outcome　is　constructed　as　f（）llows．

　　　　　　　　　　　　　　　First，　allocateαto　agents　in∧「．

　　　　　　　　　　　　　　　Second，乏pays　the　amount　z　to　k．

　　　　　　　　　　　　　　Third，　if　e十z≧Oand　j∈T，　thenぞpays　the　anlount（e十之）to元．　STOP．

　　　Note　that　the　game　form　F　is　de丘ned　independently　of　a　valuation　pro丘le’u．

presellt　paper　is　the　following．

　　　Theorem．　The　9αme／Om↓Ffu〃y　implement5　the　kervτel　correspondence　P

eq加励r加m，　That　is．　forα〃u∈乙4，　we　have　9（u）＝SPE（F，u）．

The　result　of　t，　he

仇subgαme－peげect
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Figure　1：The　game　form　F

Stage　1
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Stage　3A

α

α

α

i∈ノV
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　　　　　　（n－1）agents　say　a

otherwise

qult

Stage　4A　　　　　　　　　　α
　　　　　　　　　　　　otherwise

Ife≧Oandj∈S
　　　　　kpaysetoj．
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Rule　2Al
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RuIe　3A2
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Rule　4Al
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Rule　3A3

　　　　　　　　　　　　　　　　otherwise

and　k　saysαk≠αand．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rule　lB3

Rule　lB2

z≡zk＞O
e　　ぞk，S　　　Sk，　e≡eん　and

ゴ≡max（N＼｛k，e｝）

ule　2B2

T

　　　　　　　　ψ

　　　Rule　3B2

　　　　　　　　αT

i∈T＼｛e｝

　　　Rule　4Bl

　　all　agree

　　　Rule　3B3

　i

q　　　　　h
Z∈arg　maX　Z
　　　　　　h∈N

飯fbr　k

α7for・i≠k

砺for　e

α『for　i≠e

　　　　　α　Stage　3B
qult
　　　　　epaysztok．

　　　　　　　　　　α　Stage　4B

otherwise
　　　　　　　　　　乏paysZtok．

　　　　　If　e十z≧Oandゴ∈T1
　　　　　　　ψpays（e十1）to　j．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αs・f・・i∈S　　　　　　　αT　f。r　i∈T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al　for　i¢S　　　　　　　　α㌢br乞≠T

　　　　　　　If　e≧Oand元¢S，　k　pays　e　toゴ．　　　　　　　　　　　　　If　e十z≧Oandゴ¢T1，乏pays（e十z）to元・

　　　　　　　If　e〈0，　e　pays（－e）to　k．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　If　e十z＜0，　k　pays（－e－z）to　e・

In　Stage　1，each　i∈／V　simultaneously　chooses　　　　　　　　In　Stage　2B，　e　chooses　one　of　the　fbllowing：

　　　α乞∈AN，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）Rule　2B1，

　　　砺∈A｛i｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2）Rule　2B2　with　T⊆1V　such　that

　　　ei∈∫V＼｛i｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e∈Tand　k¢T・or

　　　Sτ⊆」Vsuch　that　i∈Si　and　eτ¢Si，　and　　　　　　　　　　　3）Rule　2B3　with　ae∈A｛e｝・

　　　e｛and　zi　are　real　numbers，

kis　a　deviator　in　Stage　l　and　chooses　e，　　　　　　　　　　　　In　Stage　3A，　k　quits　or　proposesαs∈．4s．

i，s　endowment　bundle　is　denotd　byα㌢．　　　　　　　　　　　　　In　Stage　3B，ゼquits　or　proposesαT∈AT．

In　Stages　2A，4A，　and　4B，　agents　move　sequentially　and　choose　to　agree　or　disagree．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Implementation　of　Kemel　Correspondence

3－2．Proof

3－2－1．￥）（u）⊂S1）E（F，　u）

Let　us且x　a　valuation　pro丘le　u∈〃．　Take　any　kernel　allocation　a∈q（u）．　We　define　a　strategy　si　for

each　agent　i∈N．　We　will　prove　that　the　strategy　profile　s＝（3のi∈N　is　a　subgame－perfect　equilibrium

of　the　game（F，　u）．

Agent　i，s　strategy　si．

Stage　l．

（Ohoice　1） Agent　i　chooses（ai，砺，が，Si，ei，zi）such　that

　　　　　　　　　α！＝α（the　kernel　allocatioll　chosen　in　the　previous　paragraph），

　　　　　　　　　ai＝α『，

　　　　　　　　　ei＝i（mod　n）十1，

　　　　　　　　　si　＝｛i｝，　and

　　　　　　　　　ei＝zi＝0．

Stage　2A．　In　case　i　moves　in　Stage　2A，

（Ohoice　2／1）　ifし「i（αk）≧Ui（α）then　i　agrees，　and if　Ui（αk）〈Ui（α）then　i　disagrees．

Stage　2B．　In　case乞moves　as　e　in　Stage　2B，　his　choice　is　the　fbllowing．　Choose　any

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T∈arg　max（vT一しTT（α））subject　to　T⊆1V，ψ∈T，　and　k¢T．

（Choice　2Bl）Consider　the　case　where　e≧max｛vs－Us（α），vT一σT（α）｝．

　　　　　If　ve〈Ue（α），　then　e　chooses　Rule　2BI　to　go　to　Stage　3A．

　　　　　If　ve≧Ue（α），　then　e　chooses　Rule　2B3　and　an｛e｝－eMcient　allocation碗．

（Ohoice　2B2）Consider　the　case　where　e＜min｛vs－Us（α），vT－UT（α）｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　If　ve〈vT一し「T（α）十Ue（α）－e－z，　then乏chooses　Rule　2B2　and　T＝Tto　go　to　Stage　3B．

　　　　　If　ve≧vT一し「T（α）十Ue（α）－e－z，　then　Z　chooses　Rule　2B3　and　an｛4｝－ef五cient　allocation　ae．

（（］hoice　2B3）Consider　the　case　where　vヂーUT（α）≦ε〈vs－Us（a）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　If　ve＜Ue（α）－z，　then　e　chooses　Rule　2B2　alld　T；Tto　go　to　Stage　3B．

　　　　　If　ve≧Ue（α）－z，　thenゼchooses　Rule　2B3　and　an｛ψ｝－eMcient　allocation鋤．

（（］hoice　2B4）Consider　the　case　where　vs－Us（α）≦e＜1）T一しξ（α）．

　　　　　If　Ue（α）＞ve　and　Ue（α）≧vdi－Ut（α）十Ue（α）－e一ちthen　e　chooses　Rule　2BI　to　go　to　Stage　3A．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　If　vT－Ut（α）十Ue（α）－e－z＞max｛ve，Ue（α）｝，　then　e　chooses　Rule　2B2　and　T＝Tto　go　to　Stage　3B．

　　　　　If　ve≧max｛Ue（α），vT－UT（α）十UE（α）－e－z｝，then乏chooses　Rule　2B3　and　an｛e｝－eMcient　ae．
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Stage　3A．　In　case　i　moves　as　k　in　Stage　3A，

（Ohoice　3／11）　if　e≧vs－Us（α）then　k　quits．

（（］hoice　3、42）If　e〈vs一し「s（α）then　k　propose　as　that　is　S－eMcient　and　satisfies　the　fbllowing：

　　　　　し「」（as）＝Uj（α）十max｛0，　e｝if元∈S（recall　that戊≡max（1V＼｛k，e｝）），　and

　　　　　σ九（aS）＝σ九（α）for　all九∈S＼｛」，　k｝．

Stage　4A．　In　case　i　moves　in　Stage　4A，　i　either　agrees　or　disagrees　according　to　the　f（）llowing．

（Ohoice　4．41）Consider　the　case　where　e〈Oor　i≠ゴ．

　　　　　If　Ui（as）≧し「i（α）then　i　agrees，　and　ifし「i（αs）＜し「i（α）then　i　disagrees．

（（］hoice　4．42）Consider　the　case　where　e≧Oand　i＝ゴ．

　　　　　If　Uj・（αs）≧Uj（α）十ethen元agrees，　and　ifし「j・（αs）＜Uj（α）十ethen　j　disagrees．

Stage　3B．　In　case　i　moves　as　e　in　Stage　3B，

（Cんoice　3B1）if　e≧VT一σT（α）thenψquits．

（Choice　3B2）If　e〈vT一σT（α）then　e　proposesαT　that　is　T－eMcient　alld　satis丘es　the　fbllowing：

　　　　　Lら・（αT）＝1万（α）十max｛0，　e十z｝if　j∈T，　and

　　　　　σ九（αT）＝σん（α）㊤・all九∈T＼｛あe｝．

Stage　4B．　In　case　i　moves　in　Stage　4B，　i　either　agrees　or　disagrees　according　to　the　f（）110wing．

（Choice　4B1）Consider　the　case　where　e十z＜Oor　i≠ゴ．

　　　　　If　l／i（αT）≧Ui（α）then　i　agrees，　and　if　Ui（αT）＜Ui（α）thell　i　disagrees．

（Choice　4B2）Consider　the　case　where　e十z≧Oand　i＝j．

　　　　　Ifし5（aT）≧Uj（α）十e十zthenゴagrees，　and　if　Uj・（αT）＜しJj（α）十e十zthen　j　disagrees．

　　　To　apply　backward　induction　arguments，　our　analysis　starts　from　the　stages　closest　to　terminal

nodes．

　　　Lemma　1・For　any　s吻αme¢九α£5伽舌8仇S畑ε2ん£んe　s£耐egyρr（沸ε励μced吻8is　a　s吻αηLe一

ρe≠c£equ渤加m．

　　　Pro（’f，　We丘rst　note　that　agents　in　N＼｛k｝move　sequentially　in　Stage　2A，　so　the　set　of　subgames

that　start　in　Stage　2A　includes　many　subgames　with　various　lengths．　For　any　such　subgame，　the

f（）llowing　backward　induction　arguments　apply．

　　　Consider　a　decision　node　that　is　one　step　befbre　a　terminal　node，　and　let　us　call　the　mover　of　the

decision　node　agent　i．　By　Rules　2Al　and　2A20f　the　game　fOrm，　if　i　agrees　then　the　outcome　is　either　ak

orα，　depending　on　the　history　of　moves．　Ifτdisagrees　then　the　outcome　isα．　So，　if　U，（αk）≧Ui（α）then
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Implementation　ofKernel　Correspondence

agreeing　is　weakly　preferred　to　disagreeing，　and　if　Ui（αりくUi（α）then　disagreeing　is　weakly　pre允rred

to　agreeing．　Therefore，　Choice　2A　induced　by　si　is　an　optimal　choice　fbr　i．

　　　Next，　consider　a　decision　node　that　is　two　steps　beibre　a　terminal　node．　If　the　agent　of　the　node

agrees　then　the　outcome　is　either　ale　orα，　depending　on　the　history　of　moves　and　the　choices　of

subsequent　movers．　If　the　agent　disagrees　then　the　outcome　isα．　So，　Choice　2A　is　an　optimal　choice

fbr　him．

　　　Repeating　the　above　arguments，　we　conclude　that　Choice　2A　is　all　optimal　choice　fOr　each　agent

at　every　decision　node　of　the　subgame　of　our　concerlL　Therefbre，　the　strategy　profile　induced　by　s　is　a

subgame－perfect　equilibrium　of　this　subgame．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　Lemma　2．　For　any　s吻αme　thαt　stαrts　in　Stage　4A，　the　strategy　pr（而eれ∂μced吻sis　a　s吻αme一

ρe≠cεe（］μ乞libri’um．

　　　Pro（ゾ．　Similar　argllmellts　as　in　the　proof　of　Lemma　l　can　show　that　Choice　4AI　induced　by　si　is

an　optimal　choice　f（）r　all　i∈S＼｛k｝when　e＜Oor　i≠元≡max（］V＼｛兎，4｝）．

　　　Aremark　oll　Choice　4A2　f（）llows．　Choice　4A2　is　valid　fbr　the　case　e≧Oand　fbr　agentゴwhen　he

is　ill　S．　For　sllch　agentゴ，　ifゴdisagrees　then　his　utility　is（Uj（α）十e）because　he　receives　the　amount　e

by　Rule　4A2．　Ifゴagrees　thell　his　utility　is　eitherα万．（a）十e）orし「j（αs），　depending　on　the　history　of

moves．　Therefore，　Choice　4A2　is　an　optimal　choice　fbr　him．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　Lemma　3．、夙）r　any　subgαme　thαt　stαrts　tn　S吻e　4B，　the　strategy　profile　induced　by　s　is　a　subgame－

perfect　equilibri？肌

　　　pro（，f，　Similar　arguments　as　ill　the　proof　of　Lemma　2　apply．　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　I」emma　4．　F（）7・any　subgame　thαt　stαrts　in　Stαge　3A，　the　strategy　pr（φZεin（iuce（l　by　s　isα51』bgαme－

peTfect　eq？L渤T’i醐．

　　　Pro（’f，　It　is　su伍cient　to　show　that　Choices　3Al　and　3A2　are　optimal　fOr　agentんat　the　illitial

node　of　this　subgame．　This　is　because　by　Lemma　2　the　strategy　pro田e　induced　by　s　is　a　subgame－

perfect　equilibrium　of　any　subgame　that　starts　in　Stage　4A　that　is　reached　after　Stage　3A．　R、ecall　that

j≡max（ノV＼｛ん．e｝）．

　　　0α5eむe〈0・7・」¢S．

　　　For　agent　A：、　feasible　utihties　under　tlle　strategy　profile　indllced　by　s　are　the　fbllowing：Uk，（a）by

Rule　3A1，（Uk，（as）－e）by　Rule　3A30r　Rule　4A1，　and　Uk（α）by　Rule　4A2．
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　　　First，　we　investigate　whatαs∈As　maximizes（Uk（αs）－e）．　When　S＝｛k｝，　the　solution　is　as

that　is　S－e缶cient，　and　the　maximized　value　is（vk　－e），　When　S≠｛ん｝，　Rule　4AI　applies　only　when

all　agree　in　Stage　4A，　which　occurs　when　Uτ（αs）≧Ui（α）f（）r　each　i∈S＼｛k｝by　Choice　4A1．　Note

th・t蝋α8）≡Us（αs）一Σ、∈。＼｛k｝σi（αs）・S・，　w・w・nt　t…n・id…p・・bl・m

　　　　　　撒σ・（α8）『、∈顯、，Ui（α8）一εsubject　t°Ui（aS）≧Ui（α）f°「each　’∈S＼｛k｝・

It　is　clear　that　the　solution　to　the　problem　isαs　that　is　S－eMcient　and　Ui（αs）＝Cfi（α）for　all　i∈S＼｛k｝，

and　the　maximized　value　is（vs一Σ乞∈s＼｛k｝Ui（α）－e）・

　　　Second，　we　investigate　the　condition　under　which　the　maximized（Uk（α8）－e）exceeds　Uk（α），　that

is，　agent　k　prefers　proposing　as　to　quitting　in　Stage　3A．　When　S＝｛k｝，　the　condition　is　such　that

vk－e＞Uk（α）which　is　equivalent　to　the　condition　e〈vs－Us（α）．　When　S≠｛k｝，　the　condition　is

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vs一ΣUi（・）一・〉σ・（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈s＼｛k｝

which　is　equivalent　to　the　condition　e＜vs－Us（α）．

　　　By　the　above　arguments，　Choices　3AI　and　3A2　are　optimal　f（）r　agent　k　in　Case　1．

　　　0α8e　2こe≧0αn〔ゴゴ∈S．

　　　R〕ragent　k，　feasible　utilities　under　the　strategy　profile　induced　by　8　are　the　fbllowing：Uh（α）by

Rule　3A1，　Uh（αs）by　Rule　4A1，　and（σ★（α）一ε）by　Rule　4A2．　Agent　k　weakly　prefers　Rule　3Al　to

Rule　4A2．

　　　First，　we　investigate　whatα5∈As　maximizes　Uk（as）．　Rule　4AI　applies　only　when　all　agree

in　Stage　4A，　which　occurs　whenし「j（αs）≧しrj・（α）十efbrゴby　Choice　4A2　and　Uτ（α5）≧Ui（α）f（）r

each　i∈S＼｛」，　k｝by　Choice　4A1．　Therefbre，　Ule（as）is　maximized　byαs　that　is　S－eracient　and

Uj（αs）＝Uj（α）十efbrゴand　Ui（αs）＝Ui（α）for　each　i∈S＼｛ゴ，　k｝，　and　the　maximized　value　is

ぴ・一Σ、∈sx｛、｝　Ui（・）一・）・

　　　Second，　we　investigate　the　condition　under　which　the　maximized　Uic（αs）exceeds　Uκ（α），　that　is，

agent　k　prefers　proposingαs　to　quitting　in　Stage　3A．　The　condition　is　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vs一Σα（・）一・〉σk（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈s＼｛k｝

which　is　equivalent　to　the　condition　e＜vs－Us（α）．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Implementation　of　Kernel　Correspondence

By　the　above　arguments，　Choices　3AI　and　3A2　are　optimal　fbr　agent　k　in　Case　2．

　　　Lemma　5．　For　any　subgame　that　stαrts　in　Stage　3B，

perfect　equitibrium．

口

tんe　strategy　pr（We励μce∂吻8τ8α3吻ame一

　　　Proof．　We　apply　similar　argum凹ts　as　in　the　proof　of　Lemma　4．　It　is　su伍cient　to　show　that

Choices　3BI　and　3B2　are　optimal　Ibr　agent　4　at　the　initial　node　of　this　subgame．　This　is　because　by

Lemma　3　the　strategy　profile　induced　by　s　is　a　subgame－perfect　equilibrium　of　any　subgame　that　starts

in　Stage　4B　that　is　reached　after　Stage　3B．　Recall　that　j≡max（N＼｛k，e｝）．

　　　0α5e1：e＋z＜0・rゴ¢T．

　　　Fbr　agent∫，　feasible　utilities　under　the　strategy　profile　induced　by　s　are　the　fbllowing：（Ue（α）－z）

by　Rule　3B1，（の（αT）－e－z）by　Rule　3B30r　Rule　4B1，　and（Ue（α）－z）by　Rule　4B2．

　　　First，　we　investigate　whatατ∈AT　maximizesぽ（αT）－e－z）．　When　T＝｛e｝，　the　solution　isαT

that　is　T－e伍ciellt，　aIld　the　maximized　value㌦一e一勾．　When　T≠｛f｝，　Rule　4BI　applies　only　when

all　agree　in　Stage　4B，　which　occllrs　when　Ui（αT）≧σ｛（α）fbr　each　i∈T＼｛e｝by　Choice　4B1．　Note　that

ひ（ατ）≡〔fT（・T）一Σ、∈。W｝Ui（・T）・S・l　w・w・・tt・・…id・・ap・・bl・m

。鷺x。UT（αT）　 C∈毘、Ui（αT）－e－z　subject　t°σ1（αT）≧ぴ（α）f°「　each　’∈珊

It　is　clear　that　the　sohltion　to　the　problem　isαT　that　is　T－eMcient　and　Ui（αT）＝Ui（α）for　all　i∈7「＼｛f｝，

aud　the　maximized　value　is＠T一Σ乞∈TW｝Ui（α）－e一之）．

　　　Second，　we　investigate　the　condition　under　which　the　maximized（Ue（αT）－e一勾exceeds（Ue（α）－z），

that　is，　agent　e　prefers　proposingαT　to　quitting　in　Stage　3B．　When　T＝｛e｝，　the　condition　is　such

that　ve－e－z＞Ue（α）－z　which　is　equivalent　to　the　condition　e＜vT　一ひr（α）．　When　T≠｛乏｝，　the

condition　is　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　町一Σu・（・）一・－z＞Ue（・）－z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈T＼｛e｝

which　is　equivalent　to　the　condition　e〈uT一σT（α）．

　　　By　the　above　arguments，　Choices　3BI　and　3B2　are　optimal　f（）r　agent臼n　Case　1．

　　　0α5e2：e十z≧Oan（lj∈T．

　　　For　agentψ，　feasible　utilities　under　the　strategy　pro丘le　induced　by　s　are　the　followingl（UE（α）－z）

by　Rule　3B1，し「e（αT）by　Rule　4B1，　and（Ue（α）－z－（e十z））by　Rule　4B2．　Agentψweakly　prefers

Rule　3Bl　to　Rule　4B2．
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　　　First，　we　investigate　whatαT∈．4T　maximizes　Ue（αT）．　Rule　4BI　applies　only　when　all　agree

ill　Stage　4B，　which　occurs　whenしlj・（αT）≧しlj・（α）十e十zf（）r元by　Choice　4B2　and　Ui（αT）≧Ui（α）

f（）reach　i∈7「 _｛」ノ｝by　Choice　4Bl．　Theref（）re，　Ue（αT）is　maximized　byαT　that　is　T－e伍cient　and

Uj・（aT）＝Uj（α）十e十zf（）rゴalld　Ui（αT）＝Ui（α）fbr　each　i∈T＼｛元うψ｝，　alld　the　maximized　value　is

（・T一Σ，∈。＼｛e｝　Ui（・）一・－z）・

　　　Second，　we　investigate　the　condition　under　which　the　maximized　Ue（αT）exceeds（Ue（α）一勾，　that

is，　agent　e　prefers　proposing　aT　to　quitting　in　Stage　3B，　The　condition　is　suc止1　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z，・一ΣUi（・）一・－z＞σe（・）－z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈T＼｛e｝

which　is　equivalent　t（）the　colldition　e＜町一σT（α）．

　　　By　the　above　arguments，　Choices　3BI　and　3B2　are　optimal　f（）r　agent　4　ill　Case　2． 口

　　　1・emma　6．　Forαny　subgαme　that　starts仇Stage　2B，　the　strαtegy　profile仇（iuce（l　by　3　isαsubgame－

pe　rfect　eqμilibrium．

　　　Proof．　It　is　su伍cient　to　show　that　Ghoices　2B1，2B2，2B3，　and　2B4　are　optimal　f（）r　agent　e　at　the

initial　node　of　this　subgame．　This　is　because　by　Lemmas　4　and　5　the　strategy　profile　induced　by　8　is

asubgame－perfect　equilibrium　of　any　subgame　tllat　starts　in　Stages　3A　and　3B　that　are　reached　after

Stage　2B．　We　need　two　claims　befbre　proving　the　lemma．

　　　Claim　1．　VVhen　e・ptimatly　cん・・ses　Rule　2B3，　e　sh・uld　ch・・se　ae∈A｛e｝that　is｛e｝－efiicienちαnd

the　maximize（i　value　Oゾ乏，8　utility　i8　Ve．

　　　Proof（ゾClαim　1．　The　claim　holds　because　e，s　utility　under　Rule　2B3　isし「e（C∂．（2．E．D．

　　　Claim　2．　When　e　optimally　cんoo5e3　Rule　2B2勿order　to　o悦α仇仇e　utility　under　Rule　3B30r　4Bl，

　　　　　　　　　　　　　　　　　へeshould　cんoose　T＝T∈arg　max（vT一し「T（α））sμ句εc㍑o　T⊆」V，　e∈τ，αnd　k¢T・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　Pr（）（ぴ（ザClaim　2．　Since　the　above　choice　of　T　maximizesぴT一防（a）），　thisτalso　maximizes

ωT一砺（α）十Ue（α）－e－z）because　the　last　three　terms　are　independent　of　T．　Note　that

　　　　　　　　　　　if　7「＝｛乏｝then　VT一σT（α）十Ue（α）－e－z＝VE－e－z，　alld

　　　　　　　　　　　if　T≠｛e｝th・・町一σ・（・）＋σe（・）一・一・一・T一Σ、∈。W｝Ui（・）一・一・・

These　values，＠e－e－z）and（vT一Σi∈T＼｛e｝Ui（α）－e－z），　are　e，s　utilities　under　Rule　3B30r　4Bl

when　the　strategy　profile　induced　by　8　is　taken，　as　we　have　seen　ill　the　proof　of　Lemma　5．　Therefbre，

ハ

Tmaximizes　e，s　utility　under　Rule　3B30r　4B1．（？．E．D．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Implementation　of　Kemel　Correspondence

　　　T（）show　that　Choices　2B1，2B2，2B3，　and　2B4　are　optimal　fbr　agentψ，　we　now　illvestigate　agellt　e’s

utility　realized　by　a　choice　of　each　of　Rules　2Bl，2B2，　aIld　2B3，　in　the　Ibllowing　exhaustive　cases．　We

note　that　z＞0，　by　Rule　IB2，　in　these　cases．

　　　oα3e　1・e≧max｛Vs一σ5（α），VT　一　UT（α）｝．

　　　For　agelltψ，　fbasible　utilitics　under　the　strategy　pronle　ill（hlced　by　5　are　the　f（）llowillg．

　　　Rule　2BI　leads　to　Ue（α）since　Rule　3AI　applies　due　to　Choice　3A1．

　　　Rule　2B21eads　to（σ～（α）一勾sillce　Rule　3BI　applies　due　to　Choice　3Bl　fbr　any　T．

　　　Rule　2B31eads　to　vf　due　to　Claim　1．

　　　Therefore，　Choice　2BI　is　optimal　f（）r　agelltねll　Case　L

　　　Oα8e　2：e＜Inil1｛Vs－Us（α）うVi・－UT（α）｝．

　　　Fbr　agent㌢，　feasible　utilities　under　the　strategy　profile　induced　by　s　are　the　fbllowing．

　　　Rule　2BI　leads　to　Ut．（αT）or（Ue（a7）－1εD　since　Rule　3A30r　4AI　applies　because　Choice　3A2　is

taken　and　all　agree　ill　Stage　4A．　Note　that　UE（α7）≦ve　by　the　defillition　of　ve．

　　　Rllle　2B2，　witll　an　optimal　choice　of　T＝Tdue　to　Claim　2，　leads　toぴ［i、一叫（α）十Ue（α）－e－z）

since　Rule　3B30r　4BI　applies　becallse　Choice　3B2　is　taken　al“l　all　agree　ill　Stage　4B．

　　　Rule　2B31eads　to　vf　dlle　to　Claim　1．

　　　Therefore，　Choice　2B2　is　optimal　f（）r　agelltψill　Case　2．

　　　Case　3：イ）T一σ了・（α）≦ε＜イ．ls－Us（α）・

　　　For　agellt　4，　feasible　utilities　under　the　strategy　profile　illduced　by　5　are　the　following．

　　　Rule　2Bl　leads　toσ，（α？’）or（し7e（α7）－leD　since　Rllle　3A30r　4AI　applies　because　Ghoice　3A2　is

takell　and　all　agree　in　Stage　4A．　Note　thatひ（a7）≦vE　by　the　definition　of　ve．

　　　Rule　2B21eads　to（Up（α）－z）since　Rule　3BI　applies　due　to　Choice　3BI　fbr　ally　T．

　　　Rule　2B31eads　to　ve（hle　to　Claim　1．

　　　Therefore，　Choice　2B3　is　optimal　for　agellt臼ll　Case　3．

　　　Oase　4：　z，5一σs（α）≦・＜・・t－　UT（α）・

　　　R）ragelltψ，　feasible　utilities　under　the　strategy　prohle　induced　by　s　are　the　fc）llowillg．

　　　Rule　2BI　leads　to　Ue（α）since　Rule　3AI　applies　due　to　Choice　3A1．

　　　Rule　2B2，　with　an　optimal　choice　of　T＝Tdue　to　Claim　2，1eads　toぴナーUT（α）十Ue（α．）－e一の

since　Rule　3B30r　4BI　applies　becauseα10ice　3B2　is　takell　and　all　agree　in　Stage　4B．

　　　Rule　2B31eads　to　ve　due　to　Claim　1．

　　　Theref（）re，　Choice　2B4　is　optimal　f（）r　agent　Z　ill　Case　4．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□
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Lemma　7．　F・r　the　garne（r，U），　the　strategy　pr・file　S　is　a　subgame－perfect　equitibrium・

　　　Pr（）（’f，　Take　any　agent　k∈／V．　Under　the　strategy　pro丘le　8，　Rule　lA　of　the　game　fbrm　applies　and

the　outcome　O（s）isα，　which　is　the　kernel　allocation　chosen　at　the　beginning　of　Section　3－2－1．　Hence

agent　k，s　utility　under　s　is　Uk（α）．　We　show　that　agent　k，s　utility　cannot　be　strictly　higher　than　Uk（α）by

any　deviation　from　sk．　to　sll’when　the　other　agents　choose　s＿k；that　is，　Uk（0（s））≧Uk．（0（82，8＿k））f（）r

any　5髭．　Denote　by（αk，砺，e，　S，　e，z）agent　k’s　choice　in　Stage　l　under　8£．　Ifαk＝α，　then　O（3髭，s＿κ）＝α，

and　agent　k’s　utility　remains　the　same　after　the　deviation．　So，　we　assume　thatαk≠αhencefOrth．

　　　Let或be　agent　k’s　strategy　such　that　his　choice　is　the　same　as　89　in　Stage　l　and　his　choices

are　the　same　as　sk－in　the　other　stages．　By　Lemmas　l　and　6，　in　any　subgame　starting　after　Stage　1，

agent　k’s　strategy　induced　by　sk　is　a　best　response　to　the　strategy　profile　induced　by・s－k，　and　hence

Uk（0（sk，s＿k））≧Uk（0（59，s＿h））．　So，　it　is　su伍cient　to　show　that　Uk（α）≧Uk（0（sk，s＿k））．　Under　the

strategy　profile（sk，s．．k），　either　one　of　the　fbllowing　rules　applies　in　Stage　1：Rule　IBI，1B2，0r　IB3．

We　consider　the　following　exhaustive　cases．

　　　0αse　1：z＝Oand　Rule　lB3　appties，

　　　In　this　case，0（sk，s＿　k－）＝ak　and　agent　k’s　utility　isし「k（㍍），　which　is　maximized　when＠∈A｛le｝

is｛k｝－e伍cient．　So，　agent　k’s　maximum　feasible　utility　is　vk・

　　　On　the　other　hand，　since　any　payoff　vector　in　the　kernel　is　individually　rational　by　its　definition

andαis　a　kernel　allocatioIl，　we　must　haveσん（α）≧vk．

　　　Hence，　Uk（α）≧Uk（0（5：，8－k））in　this　case．

　　　0α8e　2：z〈0αnd　Rule　1B1αpplies．

　　　In　this　case，　the　game　proceeds　to　Stage　2A，　where　either　Rule　2Al　or　2A2　applies．

　　　When　Rule　2A2　applies，0（’Sk，5－k）＝α　and　agent　k，s　utility　is　Ull（α）．

　　　When　Rule　2AI　applies，0（sk，s－、k．）＝α㌦nd　agent　k’s　utility　is　Uk（αり。　Since　this　rule　applies

when　all　agents　in　IV＼｛k｝agree　in　Stage　2A，　it　must　be　the　case　that　Ui（αん）≧Ui（α）according　to

Choice　2A　described　in　si　fbr　each乞∈」V＼｛k｝．　Suppose，　by　contradiction，　that　Uk（αり〉しlk（α）．　Then

we　must　have　UN（αり〉σノv（α），　which　means　that　the　kernel　allocationαis　not　IV－e伍cient．　This　is　a

contradiction　because　payo任vectors　in　the　kernel　are　N－efHcient．

　　　Hence，　Ute（α）≧Uk（0（sk，5＿k））in　this　case．

　　　0α3e　3：　z＞0αnd　Rule　lB2　applies．

　　　In　this　case，　the　game　proceeds　to　Stage　2B．　For　the　subgame　starting　in　Stage　2B，　the　strategy
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Implementation　of　Kernel　Correspondence

profile　induced　by（或，s－h）is　the　same　as　the　one　induced　by　s、　Choose　any

T∈arg　max（vT－UT（α））subject　to　T⊆N，　e∈T，　and　k¢T．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パThis　T　may　be　different　from　T　that　is　to　be　chosen　by　agent　e　in　Stage　2B．　However，　by　their　de丘nitions，

we　must　have　vT－UT＝vt－Udi．　We　consider　the　f（）llowing　fbur　subcases．

　　　Sttbcase　1：e≧max｛VS－US（α），VT－Uτ（α）｝．

　　　In　this　subcase，　agent　2　in　Stage　2B　takes　Choice　2BI　induced　by　se．　For　agent　k，　feasible　utilities

under　the　strategy　profile　induced　by（’Sk－　，5－k）are　the　fbllowing：Uh（α）by　Rule　3A1，　and　Uk（αX）

by　Rule　2B3．　As　we　have　argued　in　Case　1，　Uk（α）≧vk　by　the　individual　rationality　of　the　kernel．

Moreover，　we　have　vk≧Uk（　ωak）by　the　definition　of　vκ．　There丘）re，　we　have　Uk（α）≧Uk（0（sk，s＿k））in

th量s　subcase，

　　　Subcαse　2：e＜min｛VS一σ5（α），Uテ砺（α）｝．

　　　In　this　subcase，　agent　e　in　Stage　2B　takes　Choice　2B2　induced　by　se．　For　agent　k，　feasible　utilities

under　the　strategy　profile　induced　by（8：，．s＿★）are　the　fbllowing：Uk（αW）or（Uk（礁）－le十zl）by　Rule　3B3

0r　4B1，　and　Uk（　ωαk）by　Rule　2B3．　As　we　have　argued　in　Subcase　1，　we　have　Uk（α）≧vk≧σk（α竃）．

Hence，　Uκ（α）≧Uk（0（輪，s＿k））ill　this　subcase．

　　　Subcα5e　9：　vT一防（α）≦e＜z，s一σs（α）．

　　　In　this　subcase，　agent乏in　Stage　2B　takes　Choice　2B3　induced　by　se．　As　we　will　show，　the　only

feasible　utility　fbr　agent　k　ullder　the　strategy　profile　induced　by（8‘，s＿k）isσん（α竃）by　Rule　2B3，　fbr

which　we　have　Uk（α）≧vk≧Uk（aW）＝Uk（0（8L，s＿k））．　For　the　rest　of　this　subcase，　we　show　that

vE≧Ue（α）－zin　this　subcase　and　hence　Rule　2B3　is　always　chosen　by　agent　Z　under　Choice　2B3．　The

fact　thatαis　a　kernel　allocation　plays　a　critical　role　in　the　f（）llowing　argument．

　　　Suppose，　by　contradiction，　that　ve〈Ue（α）－z，　which　implies　that　Ue（α）＞ve　since　z＞0．　Since

k∈S，e¢S，　alldしle（α）＞ve，　the　coalition　S　is　an　objection　of　k　against　e　as　described　in　Kl　in

Section　2－3，　Because　the　payoff　vector（Ui（α））i’∈N　is　in　the　kernel，　there　exists　a　couIlter－objection　T

such　thatぞ∈T，　k¢T，　and　vs－L「s（α）≦vT　一　UT（α）as　described　in　K2　in　Section　2－3．　However，　by　the

definit・ions　of　T　and　this　subcase，　we　must　have　the　fbllowing：町一しIT（α）≦vT－UT（α）〈vs－Us（α）．

Acontradiction　obtains．

Subcase　4：Vs－Us（α）≦e＜z・T一砺（α）．

In　this　subcase，　agentψin　Stage　2B　takes　Choice　2B4 induced　by　se．　For　agent　k，　feasible　utilities
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under　the　strategy　profile　induced　by（sl・，8＿k）are　the　fbnowing：し「κ（α）by　Rule　3A1，　Uk（礁）or

（Uk（礁）－le十之1）by　Rule　3B30r　4B1，　and　Uk（α㌃）by　Rule　2B3．　As　we　have　argued　ill　Subcase　1，we

have　Uk（α）≧vκ≧Uh（α窟）．　Hence，　Uk（α）≧Uk（0（昧，8＿κ））ill　this　subcase．

　　　By　the　above　argumellts，　for　any　k∈∫V，　we　have　Uh（0（5））≧し「k（0（sL，8＿ん））≧Uk（0（8C，s＿k））長）r

any　8ζ．　So，　the　strategy　profile　s　is　a　Nash　equilibrium　of　t｝1e　game（F，u）．　Together　with　Lemmas　l

and　6，　we　conclude　that　5　is　a　subgame－perfect　equilibrium　of　the　game（F，u）．　　　　　　　　　　□

　　　Up　to　this　poillt，　we　have　shown　the　fbll（）wing．　R）r　an　arbitrary　valuatioll　profile　u∈乙4，　we　have

chosen　a　kerneI　allocationα∈p（lt）．　We　have　constructed　a　pure　strategy　5｛for　eacll　agent　i，　and

have　proved　that　the　strategy　profile　s　is　a　subgame－perfect　equilibrium　of　the　game（F，u）．　Since

the　outcome　allocation　corresponding　to　this　equilibrium　isα，　we　haveα∈SPE（F，　u）．　Therefore，　the

fbllowing　Proposition　holds．

　　　Proposition　1．　Forαny　vαluation　profite　u∈Zノ，ωe　have！ρ（切⊂SPE（r，u）．

3－2－2．SPE（r，u）⊂￥）（u，）

Let　us　fix　a　valuation　profile　u∈U．　Take　any　equilibrium　al］ocationα∈SPE（F，u）and　let　s＝（si）i∈N

be　its　associated　subgame－perfect　equilibrium　of　the　game（F，n），　that　is，　O（s）＝α．　We　show　that　a　is

akernel　allocation　in　g（u），　Denote　agent　i，s　choice　in　Stage　l　under　si　by（αi，仇，ei，Si，ei，　zi）for　each

i∈／vr．

　　　Lemma　8．　Under　the　strαtegy　profile　s，　Rule　IA　applies，αnd　hence　a’i＝αプ’or　att　i∈1V．

　　　Proof．　If　Rule　IB　applies，　then♂＝α’f（）r　all　i∈1V＼｛k｝andαk≠α’fbr　some　k∈N，　whereαノ

is　some∫V－feasible　allocation．　In　this　case，　agent　h∈JV＼｛k｝can　gain　by　a　deviation　that　induces

Rule　IC．　He　only　has　to　choose　all　N－feasible　allocationα’ノ¢｛α’，ah｝such　that　Uh（α”）〉σ九（α）5

together　with　a　real　number　z”such　that　z”＞max（zz）i∈N　in　Stage　1．　If　Rule　IC　applies，　then　any

agent　can　gain　by　a　deviation　that　is　sinlilar　to　the　one　in　the　previous　case．　Since　the　strategy　pro丘le　s

is　an　equihbrium，　Rule　IA　must　apply．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　Lemma　9．　The　equilibrium　allocαtion　a　is　an　N－efficient　allocαti肌

　　　Pro（’f，　Suppose　not．　Then，　there　exists　another　allocationα’such　that　Uτ（α’）＞Uε（α）fbr　all　i∈1V．

In　this　case，　any　agent　k∈」V　can　gain　by　a　deviation　that　induces　Rule　IBI　as　fbllows．　Let　3：be

　　5Suchα”＝（　〃　　　〃工乞，mτ）i∈N　can　be　constructed　by　makillg　mκsu缶ciently　large．
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agentん，s　strategy　where　he　choosesαk＝α’together　with／＜Oin　Stage　1．　Under　the　strategy

pro丘le（或，5＿k），　Rule　lBl　applies　and　the　game　proceeds　to　Stage　2A．　Backward　induction　arguments

as　in　the　proof　of　Lemma　l　can　show　that　the　unique　equilibrium　path　ill　the　subgame　startillg　ill

Stage　2A　is　the‘‘all　agree”path　becauseぴ（α’）〉ひ・（α）holds　with　strict　inequality　fbr　all　・i∈2V＼｛k｝．

Theref（）re，0（’Sk，s－k）＝α’，　f（）r　which　we　have　Uk（0（sl．，s＿k））＝Uk（α’）＞Uk（α）＝し「k（0（5））．　This　is　a

contradictioll　to　tlle　fact　that　5　is　all　equilibrium　associated　withα．　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　Lemma　10．　The　PαyoLff　vectorプひα乞5励乞？ノtJdually　rationα1；　Ui（α）≧vi∫for　all　i∈1V．

　　　PγりOf．　SUppOSe　nOt．　Then，　Uk（α）＜Vk　f（）r　SOme　agent　k．　We　Show　that　he　can　gain　by　a　deviation

that　induces　Rule　IB3．　Let　sl：be　agelltた’s　strategy　where　he　choosesαk’≠α，　ah　that　is｛k｝－eMcient，

and　z’＝Oill　Stage　1．　UIlder（ノSk，5一大）、　Rule　IB3　applies　alld　the　outcome　is　such　that　agentんis

allocated　ak．，　fbr　which　we　have　Uk，（0（sL，s＿ん））＝vk＞Uk（α）＝Uk（0（s））．　This　is　a　colltradictioll　to

the　fact　that．s　is　all　equilibrhlm　associated　withα．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　Lemma　11．　The　eq’u’ilibrium　a～locα励肥isα　kernet　altocation　in　g（u）．

　　　P7⇔o∫　By　Lenmlas　g　and　10，　tlle　payoff　vector（Ui（α））τ∈ノv　is　an　inlputation．　Suppose，　by　contradic－

tion，　tllat（σ｛（α））i∈N　is　not　ill　the　kerlleL　Then，　there　exists　an　objectioll　to　the　imputation（ぴ（α））｛∈N

to　which　no　coullter－objection　exists．　That　is，　there　exists（S，　k，のsuch　that　S⊆N，　k∈S、4¢S、

σ’（α）＞Ve，　and　vT一砺’（α）＜イノs一こ1s（α）where

　　　　　　　　　　　　　　　　　T∈arg　max（uT－CfT（α））subject　to　T⊆1V，　e∈T，　and　k¢T．

We　show　that　agent　k；can　gai1ユby　a　deviatiolL　Let㌶be　agellt　k’s　strategy　where　he　chooses

（αk，a．k，△Sん，e㌔♂：）in　St・g・1a・fbll・w・・

　　　　　　　　　　　　　　　　ak≠α，

　　　　　　　　　　　　　　　　ek’＝（’，

　　　　　　　　　　　　　　　　sκ＝s、

　　　　　　　　　　　　　　　　ek’＝e≡（Vs一し「s（α）十VT－UT（α））／2，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　zk＝z≡（〔〃（α）－vの／2．

Choices　not　specified　above　are　arbitrary　for　81．　Note　that　e　and　2　satisfy　the　f（）llowillg　collditiolls：

し戊丁一UT（α）〈e＜Vs一σ．9（α）andし「e（α）－Vf＞2＞Oalldし「e（α）－z＞Vg・

　　　Clailn　1．　Under　the　strategy　pr・，file（’Sk・，s一人）、　t／Le　game　pr・ceeds　t・Stαge　2B．

　　　Proof　of　Ctaim　1，　The　claim　holds　becallse　z＞Oand　Rule　I　B2　applies．　Q．E．　D．
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　　　Hencef（）rth，　we　restrict　our　attention　to　subgames　that　are　contained　in　the　subgame　starting　in

Stage　2B　ullder　the　strategy　profile（☆，5＿k）．

　　　Claim　2．　Oonsiderαsubgαme　that　starts仇Stαge　3．4，ωhereαge励km倒e5　gtven仇e　condition

e＜vs－Us（α）．　ln　this・s吻αme，　tんe　strategy　pr（剥eτγ漁ce∂by　s　leads　t・tんe・utc・me　under・Rule　3A3

0r　4A1．

　　　Pr（）（ゾ（）f　Clαim　2．　In　this　subgame，　the　strategy　profile　induced　by　8　is　a　subgame－perfect　equilib－

rium．　It　is　sufHcient　to　show　that　Rules　3AI　and　4A2　never　apply　in　this　equilibrium．

　　　Note　that　agent　k，s　utility　fbr　the　outcome　under　Rules　3Al　and　4A2　is　Uk（α）or　less．　We　show

that　agent　k’s　utility　f（）r　the　outcome　under　Rule　3A30r　4AI　can　be　strictly　higher　than　Uk（α）given

the　condition　e＜vs－Us（α）．　This　fact　will　complete　the　proof．

　　　Consider　agent　k’s　choice　in　Stage　3A，　where　he　proposesαs　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　Us（as）＝vs（that　is，αs　is　S－efHcient），

　　　　　　　　　　　　　　　　Uj・（as）＝Uj（α）十max｛0，e｝十εifゴ∈S（recall　thatゴ≡max（N＼｛k，4｝）），　and

　　　　　　　　　　　　　　　　Ui（aS）＝σi（α）＋εf・・all・i∈S＼｛ゴ，　k｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　whereε＝（vs－Us（α）－e）／ISI　and　ISI　is　the　cardinality　of　S．

　　　Note　thatε＞Obecause　e＜vs一σs（α）．

　　　When　S＝｛k｝，　agent　k，s　utility　fbr　the　outcome　under　Rule　3A3　by　the　above　choice　is（vk－e），

which　is　higher　than　Uk（α）by　the　condition　e〈vs－Us（α）．

　　　When　8≠｛k｝，　all　agents　in　S＼｛k｝pre允r　the　outcome　under　Rule　4AI　to　the　one　ullder　Rule　4A2

due　to　the　above　choice　ofα5．　Backward　induction　arguments　as　in　the　proof　of　Lemma　l　can　show

that　the　unique　equilibrium　path　in　the　subgame　starting　in　Stage　4A　is　the“all　agree”path．　Here，

agent　k’s　utility　fbr　the　outcome　under　Rule　4AI　is　the　fbllowing．

　　　If　e＜Oorゴ¢S，　then　agentん，s　utility　under　Rule　4AI　is

σ・（aS）一・一σs（aS）一ΣUi（αs）一・－Vs一ΣUi（・）一（ISI・－1）・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈s＼｛k｝　　　　　　　　　　　　　　　i∈s＼｛k｝

　　　　　　　　　＝σk（α）＋（Vs－Us（α）－e）一（ISI－1）ε＝Uk　（α）＋ε〉σk（α）．

If　e≧Oandゴ∈S，　then　agent　k，s　utility　under　Rule　4AI　is

σ1・（αs）一σs（αs）一ΣUi（αs）－Vs一Σσi（・）一（ISI－1）・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　i∈s＼｛k｝　　　　　　　　　　　　i∈s＼｛k｝

　　　　　　＝Uh（a）＋（Vs一σs（α）－e）一（ISI　一　1）ε＝Uk　（α）＋ε〉σk（α）．
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　　　TherefOre，　fbr　the　above　choice　ofα5，　agent　k，s　utility　fbr　the　outcome　under　Rule　3A30r　4A　I　is

strictly　higher　thanしぱα）under　Rules　3Al　and　4A2　given　the　conditioll　e〈vs－Us（α）．　Since　the

strategy　profile　s　is　an　equilibrium　of　the　subgame　of　our　concerl1，　agent　k，s　best　response　induced　by

sk　must　guarantee　him　the　utility　at　least　as　high　as　the　utility　Ibr　the　above　choice　ofα5．　Therefbre，

the　equilibrium　outcome　must　be　the　one　under　Rule　3A30r　4A1．　Q．E．D．

　　　Claim　3．　Consi（lerαs’ubgαme　thαt　staγ・ts　in　Stαge　3B，　wheγ・eαgent　e　moves　given諺んe　condition

e＞vτ一砺（α）．ln　this　subgame，　the　strategy　P・・file　induced　by　s　leαds　t・the・lttc・me　under　Rule　3Bl

・r4B2，ωhere　agent　e　’s　utitity　is（Ue（α）－z）．

　　　Proof（ゾClaim　3．　In　this　subgame，　the　strategy　pro丘le　induced　by　8　is　a　subgame－perfect　equihb－

rhlm．　Since　e＞vT一砺（α）≧町一σT（α）fbr　any　T　chosen　ill　Stage　2B，　similar　arguments　as　in　the

proof　of　Lemma　5　can　show　that　agentψin　Stage　3B　prefers　the　outcome　under　Rule　3BI　to　the　one

under　Rule　3B30r　4B1．日1rthermore，　e’s　utility　under　Rule3BI　is　obviously　at　least　as　good　as　the

oIle　under　Rule　4B2，　Therefbre，ψ’s　utility　f（）r　the　equilibrium　outcome　is（Ue（α）一勾under　Rule　3Bl

or　4B2，　A　more　detailed　argumellt　fbllows．

　　　Rule　3B3　applies　when　T＝｛ψ｝and　agent臼n　Stage　3B　proposesαT．　In　tllis　case，　the　condition

e＞vT一防・（α）is　equivalent　to　the　condition　Ue（α）－z＞ve－e－z，　which　means　that　agent　4　prefCrs

the　outconle　uIlder　Rule　3BI　to　the　one　under　Rule　3B3　even　if♂is　optimally　chosen．

　　　Rule　4Bl　applies　when　T≠｛e｝and　agellt臼n　Stage　3B　proposesαT．　In　this　case，　agent乏must

proposeαT　to　which　all　agents　ill　T＼｛ψ｝agree．］r（）make　them　all　agree　in　Stage　4B，　the　outcome

ullder　Rule　4BI　must　guarantee　them　all　outcome　at　least　as　good　as　the　one　under　Rule　4B2．　As

argued　ill　Gases　l　and　2　in　t｝1e　proof　of　Lelnma　5，　agent　e’s　maximal　achievable　utility　f（）r　the　outcome

ullder　Rule　4Bl　is　the　left　hand　side　of　the　fbllowing　hlequality：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v・一Σσ・（・）一・一・〈α（・）－z・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈T＼｛e｝

The　right　hand　side　is　agent　e’s　utility　f（）r　the　outcome　under　Rule　3B1．　This　inequality，　which　means

that　agent　e　prefers　the　outcome　under　Rule　3BI　to　the　one　under　Rule　4Bl　even　if♂is　optimally

chosen，　holds　because　it　is　equivalent　to　the　condition　e＞vT－UT（α）．（？．E．　D．

　　　Clain1　4．　ノ1ccoγ・（ling　‡o　se，　αgent　e　in　Stαge　2B　chooses　Rule　2B2　to　go　亡o　Stage　38　given　the

C・η∂吻γ↓S野一碍（α）＜e＜VS－US（α）αnd　Uf（α）－Z＞Ve．

　　　Pro（ぴ（ぴClαim　4．　In　the　subgame　that　starts　in　Stage　2B，　the　strategy　pro丘le　induced　by　s　is

一23一



asubgame－pe也ct　equilibrium．　We　investigate允asible　utilities　foI’agent　e　given　5一ぞ．　If　e　chooses

Rule　2BI　to　go　to　Stage　3A，　then，　by　Claim　2，　his　lltility　is　Ue（　wαψ）or　less　under　Rule　3A30r　4A1．　If　e

chooses　Rule　2B2　to　go　to　Stage　3B，　thell　his　utility　is（Ue（α）一つby　Claim　3．　If　e　chooses　Rule　2B3，

then　his　utility　is　at　most　ve．　Sillce　Ue（α）－z＞v～≧Ue（α7），　Rule　2B2　should　give　hilll　the　highest

utility．　Therefbre，　agellt　e　chooses　Rule　2B2　accordillg　to　se　given　the　conditiolls　of　our　concern．（？．E．　D，

　　　Claim　5．σた（0（5：，，s－k））＝〔ノ★（α）十z＞Uk（α）＝Uk（0（5）），　thαt乞5，αgent　k　cαn　gain　b’yα（levia・tion

fr・m　s　k　t・8：，9初eη5－k．

　　　Pro（ゾ（ゾαα乞η・↓5．　Under　the　strategy　pro61e（ノSk・　1　s－k），　the　game　proceeds　to　Stage　2B　by　Claim　1，

Since　vT－UT（α）〈ε＜vs－Us（α）aIld　Ue（α）－z＞vE　according　to　81，　agelltψin　Stage　2B　chooses

Rule　2B2　to　go　to　Stage　3B　according　to　se　by　Claim　4．　Since　e＞vT一し「［r（α），　the　outcome　O（s：，s－★）

is　tlle　one　collstmcte〔hmder　Rllle　3BI　or　4B2　by　Claim　3，　fbr　which　agent　k’s　utility　is　Uk（α）十z．　The

strict　inequahty　Uk（0（s1：，8＿k）〉〔ノk（0（s））holds　because　z＞0．　Q．E．D．

　　　By　Claim　5，　agellt　k　can　gaiII　by　a　deviation　frOIII　sk　to　sl，、　given　s＿k．　This　is　a　colltradictioII　to

tlle　fact　that　8　is　an　equilibrium　associated　wi七hα．　Therefore，　the　eq山librium　allocationαis　a　kerllel

allOCatiOn　ill～ρ（u）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　Up　to　this　point，　we　have　shown　tlle　f（）llowing．　For　an　arbitrary　valuation　profile　IL∈Z、イ，　we　have

chosen　all　equilibrium　allocationα∈S」PE（F，u）and　proved　thatαis　a　kernel　allocationα∈ψ（IL）．

Theref（）re，　the　f（）110wing　proposition　holds，　which　completes　the　proof　of　the　theorem．

Proposition　2．丑）rαny　vαluαtion　profile　u∈Zノ，ωe　have　SPE（F，u）⊂ψ（⇒．

4．Conclusion

This　paper　has　presented　a　game　fbrm　that　fully　implements　the　kerllel　correspondence　in　subgame－

perfect　equilibrium．　Our　finite－stage　extellsive　game　fbrm　incorporates　objections　and　counter－objections

in　the　de五nition　of　the　kernel　due　to　Osborne　and　Rubinstein［1994］，　and　achieves　implementation　fbr

ally　class　of　allocation　problems　where　preferences　are　quasi－linear　and　the　associated　coalitional　fbrm

game　is　superadditive．　Our　game五）rm　possesses　several　desirable　pYoperties．　One　of　them　is　the　fact

that　agellts　do　not　have　to　report　preferences，　which　are　diMcult　to　communicate　in　reality．

　　　The　present　paper　is　an　attempt　to　pursue　noI1－cooperative　fbunda．tions　of　the　kerneL　R〕llowing　the

spirit　of　Bergin　and　Duggan［19991，we　have　taken　an　implementation－theoretic　approach　and　explicitly

modelled　the　physical　environmellt　and　individual　preferences．　We　have　succeeded　in　desiglling　a　game
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f（）rm　that　achieves　full　implementation，　but　the　constructed　game　fbrm　is　not　simple．　The　reason　why

the　game　form　has　turned　out　to　be　complicated　is　probably　because　the　definition　of　the　kernel　requires

interpersonal　and　inter－coalitiona｝comparisons　of　payoffs　and　we　have　to　incorporate　Stage　2B　and　its

subsequent　stages　to　achieve　the　comparisons．　It　would　be　a　signi丘cant　contribution　if　one　could　design

asimpler　game　fbrm　that　achieves　full　implementation　of　the　kernel　correspondence．　Such　a　simple

game　fbrm　would　enhance　non－cooperative　fbundations　and　relevance　of　the　kernel　of　coalitional　f（）rm

games・
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