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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　Bound　state　solutions　of　Dirac　equations　with　scalar　and　vector　potentials　are

discussed．　The　potentials　are　assumed　to　be　spherically　symmetric　and　inversely

proportional　to　distance　r．　The　vector　potential　in　inverse　proportion　to　r　is　called

Coulomb　potential．　The　Dirac　equation　with　Coulomb　potential　is　known　to　be

solved　analytically，　and　in　this　article　it　is　shown　that　the　Dirac　equation　with　sca－

lar　potential　can　also　be　solved　analytically．　Analytical　solutions　of　the　Dirac

equation　with　both　scalar　and　vector　potentials　are　given，　and　the　cases　with　vector

potential　only，　scalar　potential　only，　and　scalar　and　vector　potentials　of　the　equal

magnitude　are　discussed．　The　Dirac　equation　with　scalar　potential　has　bound　state

solutions　only　when　the　potential　is　attractive　unlike　vector　one，　and　has　no　irre－

gular　solutions．

1　はじめに

　ポテンシャル内で運動する質量mのフェルミ粒子を考える．スカラーポテンシャルを

S（r），ベクトルポテンシャルをV，（r）とすると，ポテンシャルはそれぞれ運動方程式内

の4元運動量pμを

P、一♪。－v，（r） （1．1）

質量mを

m－→m＋s（r） （1．2）
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と置き換えることによって導入される．

　対応するDirac方程式は

｛γ”P。一γ”　v，（r）－m－s（r）｝Φ（r）－o （1．3）

と書ける．γμはDiracのγ行列で，　p、は相対論的粒子の4元運動量を表す．μ＝0は時間成

分，μ＝1，2，3は空間成分を表す．粒子の波動関数はΦ（r）と書かれている．議論を簡単に

するため，ベクトルポテンシャルは空間成分を持たず，第0成分だけであると仮定する．

啄r）＝γ（r）δ。。 （1．4）

さらにスカラーポテンシャルS（r），ベクトルポテンシャルV（r）が時間依存性を持たないと仮

定すれば，Dirac方程式（1．3）はエネルギーEを持つ定常状態の運動方程式に書き換えること

ができる．

［α・P＋β｛m＋s（r）｝＋v（r）］Ψ（r）＝EΨ（r） （1．5）

α，βはDirac行列であり，ρは3次元の波動関数Ψ（r）で表される粒子の3元運動量である．

　この論文ではポテンシャルとして角度依存性を持たず球対称であり，距St　rに逆比例する

s（r）＿ム

　　　　r

v（r）＝Zv

　　　　r

（1．6）

（1．7）

を扱う．Zs，　Zvはそれぞれのポテンシャルの強さを表す定数であるが，　Zs＜0の場合には，距

ee　rが大きくなるに従い，　S（r）が負で絶対値が小さくなるため，有効質量m’＝＝nz＋S（r）が大

きくなる．また，Zv＜0の場合には，　rとともにV（r）が大きくなり（負で絶対値は小さ

くなる），エネルギーEが大きくなる．これらの傾向はともに引力的とみなされる．（粒子

が原点（r＝0）付近に引き寄せられる方がエネルギー的に有利である．）すなわち，Zs，

Zvが負の場合には引力的であり，逆に正符号の場合には斥力的であると考えられる．

　ベクトルポテンシャルのみの場合はクーロンカとよばれ，多くの文献ですでに解析的な

解が扱われており，非正則な解も含めてすでに紀要などで議論された．この論文では，ス

カラーポテンシャルを含めた場合にも一般的に解けることが示され，スカラーポテンシャ

ルのみの場合，ベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルの大きさが等しい場合など

の束縛状態が議論される．

2荷電対称な解

質量mのフェルミ粒子が従う相対論的な運動方程式として，定常状態のDirac方程式

［α・P＋｛m＋s（r）｝β＋v（r）］Ψ（r）＝EΨ（r） （2ユ）

を考える．



距離rに逆比例するポテンシャルをもつDirac方程式の束縛解 19

　まず，運動方程式（2．1）がこれらのポテンシャルのもとで固有エネルギーEの束縛状

態の解を持つものと仮定する．（2．1）の両辺の左側からβα1α2α3をかける．Dirac行列が

βαi＋αiB＝0　（i＝1，2，3） （2．2）

α、α，＋αゴα、－o（i≠」） （2．3）

なる性質を持っていることを使うと，新しい運動方程式は

［一α・P－｛m＋s（r）｝β＋v（r）］Ψ，（r）＝EΨ、（r） （2．4）

となる．ただし

Ψc（r）＝βα1α2α3Ψ（r） （2．5）

である．この式は全体の符号を変えて

　　　　　　　　　　［α・P＋｛m＋S（r）｝β一V（r）］Ψ，（r）＝EΨ，（r）　　　　　　　　　　　（2．6）

と書き変えられる．ただしE＝－Eである．方程式（2．1）と（2．6）を比べると，運動方程

式（2．1）に従う粒子に対しポテンシャルS（r），V（r）のもとで固有エネルギーEの束縛状

態の解が存在するならば，（2．6）からポテンシャルS（r），－V（r）のもとで固有エネルギー

E＝－Eの束縛状態の解が存在することになる．すなわち，スカラーポテンシャルだけ

の場合は，束縛状態が存在するなら，必ず反符号の固有エネルギーを持つ束縛状態も存在

することを示している。ベクトルポテンシャルだけの場合には，引力ポテンシャルに対し

束縛状態が存在するなら，同じ大きさの斥力ポテンシャルでも反符号の固有エネルギーを

持つ束縛状態が存在することを示している．これらは相対論的な運動方程式が，粒子と反

粒子に対し対称的に書かれているために求まる解であり，荷電対称な解と呼ばれる．

3一般的解析解

距離rに逆比例するポテンシャル

s（r）＿ム

v（r）＝互

（3．1）

（3．2）

は中心力で角度依存性を持たないと仮定しているから，4成分スピノールΨ（r）を2成分

の動径部分と角度部分に分け

w（・）・一

μ），；。（Ω）

　　r
F（r）σ・rz

γ　　　　r

　

O

　

m

　

あ

　

ψ
（3．3）
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とおけば，定常状態のDirac方程式

　　　　　　　　　　［α・ρ＋｛m＋S（r）｝β＋V（r）］Ψ（r）＝EΨ（r）　　　　　　　　　　（3．4）

を変数分離できる．ノは全角運動量，mはその第3成分，　eは軌道角運動量である．また

σはPauli行列である．単純な計算により動径成分rに関する運動方程式が分離され

　　　　　　　　　畷L一チG（r）＋｛E－v（r）＋m＋s（r）｝F（r）

　　　　　　　　　　！z．1｝y「）一；i－F（r）一｛E－v（・）－m－s（r）｝G（・）

と求まる・ただし」－e±丁に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　・一十丁）

と定義されている．

　ポテンシャルの形を代入し

　　　　　　　　　　4SGy；r）一一÷・（・）・申＋z・：zりF（・）

　　　　　　　　　　　ば；iγLチF（r）一（E－m一琴z・）G（r）

　さらに，束縛問題として，IEI〈mを仮定して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w＝－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　　　　　　　　　　　λ一后τ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＝2mλr

と変数を書き換えると，運動方程式（3．8），（3．9）は

　　　　　　　　　畷）一TGω＋（L．5fZ，W＋z・；z・）Fω

　　　　　　　　　　曙）一撒Fω＋（Lrt，zw・z元z・）Gω

となる．

3．1漸近解

　方程式（3．13）より

（3．5）

（3．6）

（3．7）

（3．8）

（3．9）

（3．10）

（3．11）

（3．12）

（3．13）

（3．14）
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　　　　　　　　　　Fω一＿≒．乙陰）＋窒・＠）｝　（3・15）

　　　　　　　　　　　　　　　2λ　　　x

となるから，（3．14）に代入して

　　　　　　Zs－Zv

ご≒y巴）庁叫

　　　　　　・1≠苧曜一麺）殺÷）｝

　　　　＝1≠≡｛κdG（xx　　dx）・：：G（・）｝・（LSt・vw・≡）・ω

整理すると

　　　　　　　　　　Zs－Zv
繋一1＋E’f－tr－．，（w’；x）・f・（x）｝

　　　　　　　　　2λ　　　　x

　　　　　・｛1元署2＋撃・Z・元警・｝・（・）＋κ（呈κ）・ω　　（・16）

となる．ここで，x→。。として漸近的方程式を考えると，残る項は

　　　　　　　　　　　　　　　4墓∬L’元票2・ω　　　（・．17）

となる．すなわち，この方程式の解として，漸近的な波動関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（x）　＝e一αx　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．18）

ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　　・・一’元署2－1　　　（3．19）

である．波動関数が収束する（x→。。でG（x）→0となる）ためにはα＞0でなければな

らないから

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・－5　　　　　（・．・・）

すなわちx→。・で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（x）　＝e－i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．21）

である．
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　F（x）に関する漸近解も同様にx→。。で

　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）＝e一7

となることが確かめられる．

3．2一般解

　波動関数G（ac）とF（x）のx→∞での漸近解θ万を使って，

　　　　　　　　　（3．22）

これらの波動関数の形を

　　　　　　　　　　　　　　G（x）＝面アρ一s（9＋f）

　　　　　　　　　　　　　　F（x）＝vfi’＝ii7e－f（9－f）

と仮定する．g，　fはxの関数である．

　　　　　　　　∂61τ）Vi’iFiZ7｛一丁・一三（9＋f）＋e一丁陽＋緩）｝

となるから，運動方程式（3．13）に代入して

　　　　　　　　2　　　　　　　　　dx　dx

　　　　　一二厩・－9（9＋f）＋Ltlltil［RVv＋x

整理すると

　　　　緩＋㌃一一丁（9＋f）＋9＋1＋w

　　　　　　　　　　x　　　　　　　λ　　　x

となる．

　同様に

　　　　　　　　dF（x）

　　　　　　　　　dx　　　　　　　　2

だから，（3．14）に代入し

　　　　Vi’＝’il7｛－t・”÷（9－f）＋e一号（塞一㌃

　　　　　一　iVi’：’ii7e－e（9－f）＋（Lrt，yw＋x

となり

厩｛一⊥・一†（9＋∫）＋・一†（亜＋亙）｝

　　　　　　　　　　　　　　　（X，dLW＋≒zづVi’＝iz7e－†（・一ア）

　　　　　　　　　　　1－　VU　Z・『Zv（9一ア）

一一E（9＋ア）＋9＋1－u「z・－Zv（9－f）

VFiZ7－ o一⊥e“†（9つ）＋e’9（晋一農）｝

）
｝

z・＋zﾃ后・一丁（9＋f）

（3．23）

（3．24）

（3．25）

（3．26）

（3．27）
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　　　　　　　　　　x　　　　　　　　λ　　　x

が求まる．（3．26）と（3．28）の和と差をとって，新たに二つの運動方程式

　　　　　　　　　　　緩一一㌢＋・＋Zs芸zγ9＋9i’慧z4z：sx＋zvf

　　　　　　　　　　　畜一一丁σ旦餐z・σ一z・三野・∫

が求まる．

　さらに，gとfを多項式で

　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝xγΣαk　xk
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k；O
　　　　　　　　　　　　　　　　　f＝x「Σβk　xk
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k；0

と展開すると

　　　　　　　　　　　　　　dg　　　　　　　　　　　　　　　　＝・〆Σαk（γ＋k）xk－l
　　　　　　　　　　　　　　dx　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝0

　　　　　　　　　　　　　　㌃一〆逗。β・（・＋〃）・h－1

となるから，これを使って，（3．29）と（3．30）を書き直すと

　　Σαk（γ＋k）xk－1＝一κΣβk　xk－1＋Σαh　xk

　　k＝O　　　　　　　　　　　　　k＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝o
　　　　　　　　　・ZS→、屹〃、ξ。α1・　xk”i＋『Z・、亘。β、・xk－1

　　Σβ，（γ＋le）プー1＝＝一κΣαle　xk－1

　　k＝O　　　　　　　　　　　　　k＝0
　　　　　　　　　」7デZ・謬。α1、　・k－LZ・＋、W・、琴。β、・xk－1

塞緩一f（・一∫）＋・＋：gw－g・：z・（・＋∫）

　　　　－E（9－∫）＋9＋1＋　V「Z・＋Z・（9＋∫）
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（3．28）

（3．29）

（3．30）

（3．31）

（3．32）

（3．33）

（3．34）

（3．35）

（3．36）

となる．これらの方程式が常に成り立たなくてはならないから，これらがxに関する恒等

式になることを要求すると，係数αkおよびβ々に関する漸化式として

　　　　　　　　・、（〃・・）一・、－1・Z・＋巴Z・α、一（・」琴Z・）β、　（・．37）

　　　　　　　　　β、（k・・）一（一・」寄Zづ・、－Z・＋、屹vβ、　　（・．38）

が求まる．原点r＝0（x＝0）で波動関数（3．31），（3．32）が積分可能であるためにはγ

は一
煤Eりも大きくなくてはならない・β・が与えられれば，上の漸化式を使・て順に

αkおよびβ々が決まることになる．βo自身は規格化条件から決められる．

　上の式はh＝0に対して



24　　　　　　　　　　　　　　手　塚　洋　一

　　　　　　　　　　（・－Zs　＋、wzづ・。＋（・一竺＋Zv）β。一・　　（・．39）

　　　　　　　　　　（・・『Z・）・・＋（・・Z・＋、WZv）β。一・　　（・．・・）

となる．この式はα0とβ0に関する連立方程式の形になっている．この連立方程式がα0

＝βo＝0という自明な解以外の解を持つためには

　　　　　　　　　　　γ2－（Zs十WZv　　λ）2一κ2＋（WZ旨Z・）2－・　　（・．41）

を満たさなくてはならない．この条件式は

　　　　　　　　　　　γ2一κ2＋（Zs斗芒Z・）2－（『Z・）2

　　　　　　　　　　　　－…1子2Zξ」子2Z6

　　　　　　　　　　　　＝κ2＋（Zξ一Z3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．42）

すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β々－1
　　　　　　　　　　　κL（『z・）2　κ2－（禦z・）2

と書き換えられる．整理すると

　　　　　　｛・2＋（・ξ一z｝）一（・＋・）2｝β、一一｛z・＋禦＋・＋（・－1）｝β、一，

となり，（3．42）式を使って

　　　　　　　　　｛γ2－（…）2｝β・一一｛Z∫＋芒Z・…（k－1）｝β、－1

　　　　　　　　　　　　　　　γ一±ンκ2＋（z8－z膓）

と書き変えられる．

　二つの漸化式（3．37），（3．38）を解くと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zs十WZv
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十γ十々
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ
　　　　　　　　　　　　　　αk＝一。＋WZs＋z．β・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

　　　　　　　　　　　　Zs＋、wL・－k　1

　　　　　　　　　β，＝　　　　　　　　　　　　　　　WZs＋z。α・＋urZs＋z。α・－l

　　　　　　　　　　　　　rc　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ一　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　λ

となるが，β々の式はさらに，式（3．44）を使って

　　　　　　　　　（ZS＋、屹り2－（・＋・）2　Z・＋巴Z・＋・＋・－1

　　　　　　β々＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βゼ

（3．43）

（3．44）

（3．45）
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∴　β々＝　　　　　　　　　　　　　　β々－1
　　　　　〃（2γ＋々）

　2V十〃－1
＝　ん（2γ＋〃）β〃－1

　／V十〃－1　　　　　　　　　」V十h－2
＝〃（2γ＋k）（丘一1）（2γ＋克一1）β・一・

z・＋A陥γ・・＋（1・－1）

　（2V十k－1）（Nヨー〃－2）・・・…　（1V十1）1V
h！（2，＋ん）（2，＋々ゴ）＿…（2γ＋2）（2γ＋1）β・

となる．ただし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－Zs＋、屹・＋・

という記号を導入した．

　（3．44）式は，上の式を使って

　　　　　　　　　」V十一丘
　　α・　＝一。＋wz、＋atβ々

　　　　　　　　　　　λ

　　　　　　　　　　（ノV十允）（ノV一ト々－1）（N十丸一2）・・・…　（N－十一1）N

　　　　　　（・＋『Z〃）k・（・・＋k）（・γ・・－1）……（・γ＋・）（・γヰ1）

となる．これらを使って，式（3．23），（3．24）を書き直すと

　　G（x）＝Vi－IFiiV’e一号（9げ）

　　　　　　一・「▽・　売㌦ξ。（・・＋β・）x’e

　　　　　　．－e－fx・ΣVl－w・（Zs－z・）・＋Vi”r（・＋k－・）

　　　　　　　　　　　ん＝0

0β

　　　　　　　　　　　　　　　WZs十Zv
　　　　　　　　　　　　　κ十
　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

・、，（（N十ん一1）（ノV十々－2）・・・…　（1V『十1）∧r
Qγ十々）（2γ十ん一1）・・・…　（2γ十2）（2γ十1）β・xh

F（x）＝～后アe一号（9－f）

　　　＝后ア’ρ三ピΣ（α々一β々）xk

　　　　　　　　　　　　々＝o

　　　　　　　・　ン［ア（z、＋zの＋∀1－Mγ＋ん＋κ）

となる．

＝－
?齟 〆Σ

　　　　　k；0　　　　　　　　　　　　　　WZs十zγ
　　　　　　　　　　　　κ十
　　　　　　　　　　　　　　　　λ

、，器最僻慧i轟｝謬1）β・ノ

5

3．46）

3．47）

3．48）

3．49）

3．50）
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　これらの係数を持つ多項式（3．31），（3．32）は合流型超幾何関数として知られている．合

流型超幾何関数はx→・。で発散する．束縛状態であるためには，その波動関数が規格化可

能（全空間で積分可能で，積分値が有限）でなくてはならない．合流型超幾何関数の組み

合わせで書かれた波動関数（3．49），（3．50）はx→。。で発散する．波動関数が規格化でき

るためには，多項式（3．31），（3．32）が途中で切れて，x－。。に対しG（x）－0，　F（x）→0

とならなくてはならない．すなわち，あるh。よりも大きいすべてのhに対してαkとβ々

が0にならなくてはならない．このためには（3．46），（3．48）の分子，または（3．49），（3．50）

の分子を見ればわかるように

　　　　　　　　　　　　　　　　　N一トーko＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．51）

となればよい．このとき，αk。＝β々。＋1＝0となる．ただし

　　　　　　　　　　　　　　　　ho＝0，1，2，3，…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．52）

である．

　式（3．47）

　　　　　　　　　　　　　　　　Zs十WZv
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十γ＝－ko　　　　　　　　　　　　　　　（3．53）　　　　　　　　　　　　　」V＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

から

　　　　　　　　　　　　　　Z・＋芹・一一（・。＋・）　　　（3．54）

となるが，これを二乗して

　　　　　　　　　（Z、＋WZの2一λ2（le。＋γ）2－（1－W2）（〃。＋γ）2

これを整理すると

　　　　　　　　　｛Z菩十（ko十γ）2｝W2十2ZsZγW十Zξ一（たo十γ）2＝0

とWについての2次方程式となる．これを解くと

　　　　　　　w－－z・Zv±zξz弓㌶窃！脊｛zξ一（h・＋γ）2｝

一Z、ZV±（々。＋γ）（le。＋γ）2－Zξ＋Z3

（k。＋γ）2＋z3
（3．55）

故に，エネルギー固有値Eは

E－m｛ mZ・Zv±（ko十γ）㎡（ko斗一γ@（んo十γ）2十Z3）2－zξ＋z3｝
（3．56）

と求まる．条件式（3．42）

γ2一κ2＋（zξ一z3） （3．57）
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を使うと

　　　　　　　　　　E－m｛一ZsZv±（ko十γ）V（leo十γ　　　　　　（le。＋γ）2＋z3）2＋「e2－「2｝

　　　　　　　　　　　－m｛－Z・Zv±鶴｝・誓＋2’e・7｝　　（3・・8）

とも書き換えられる．

3．3　γの取り扱い

　gとfの展開（3．31），（3．32）で

　　　　　　　　　　　　　　　　9＝x「iΣαk　xh　　　　　　　　　（3．59）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　f＝x「？Σβh　xk　　　　　　　　　（3．60）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝o

と異なるγ（γ1≠γ2）を使うと，ピ1の項とxγ2の項は異なる次数となるので，（3．35）と

（3．36）　｛ま

　　　　　　　　逗。α、（γ、　＋・1・）X’e－L、4、α、♂＋ZS＋巴Z〃、琴。α・・’e－1

　　　　　　　　　　　・、4。β間」zデz鴇β、♂一’

　　　　　　　　、・i］。β、（・、＋k）xhn’一一Z・＋巴Z・、8。β・・xk・rr　i

　　　　　　　　　　　・逗。α1、　xk　’一」琴Z・、琴。α、・xh－1

と4つの独立な式になる．第2式，第4式から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WZs十Zv
　　　　　　　　　　　　　　　　　κ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WZs十Zv
　　　　　　　　　　　　　　　　κ＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

となり，κ≠0であるからこれが両立しないことは明らかである．故に，gとアの展開

（3．31），（3．32）では共通のγを使わなくてはならないことがわかる．

4正則な解

　原点r＝0（x＝0）で波動関数（3．31）と（3．32）が発散しないような正則な解を得るた

めにはγ≧0でなければならない．式（3．43）より

　　　　　　　　　　　　　　　γ＝　　κ2十（Zξ一Z3．）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）

であり，また，ko≧0（N≦0）であるから（3．54）式から

　　　　　　　　　　　　　　Zs＋y’…（〃…）・・　　　（…）
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である．

4．1ベクトル型（Z，　＝O）の場合

　スカラーポテンシャルがなく，ベクトルポテンシャルのみの場合には，ポテンシャルは

クーロンポテンシャルと呼ばれ，多くのテキストですでに相対論的な議論がなされている．

　式（4．2）は

　　　　　　　　　　　　　　　写…（・。＋・）・・　　　　（・．・）

となる．λ＝万平＞0であるから，Zur〈0（引力）の場合にはW＝E／mは正，すな

わち固有エネルギーEは正となる．

　エネルギー固有値は（3．56）式から正符号を選んで

　　　　　　　E－m｛（輪璃1禁蒙zり

　　　　　　　　一m｛　（（ko＋γ）ko十γ）2十ze｝

　　　　　　　　－m｛1＋z3　　（々o＋γ）・｝－1／2　　　　　（・．・）

　　　　　　　　－m｛1TGそ，）2＋9（、そ，）4－……｝　　（4・・）

となる．最後の式（4．5）の展開の第2項は非相対論的に求めた通常の束縛エネルギーに

対応する．第1項は静止質量であり，第3項以下が相対論的な補正と考えられる．もちろ

んE＜mであるt

　逆に，Zv＞0（斥力）の時にはWは負になり，固有エネルギーEは

　　　　　　　　　　　　　E－－m｛1＋　z菩　　（k。＋γ）・ド　　　（・・）

となる．この解は相対論に特徴的な解で，すでに解説した荷電対称性によるものである．

通常の真空状態ではこれらの状態はすべて埋まっているものと解釈される．この状態に空

孔があいた状態は，反符号のエネルギーをもつ（E＞0）反粒子が存在する状態であると

みなされる．

　すなわち，相対論的には引力に対しても斥力に対しても同じく束縛状態の解が存在し，

同じ大きさで反符号のエネルギーを持つ，

　式（4．1）は

　　　　　　　　　　　　　　　γ＝∨百＞0　　　　　　　　　　　　　　　 （4．7）

となり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Z多≦κ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．8）

という条件がつき，Zvの大きさにより，存在する状態の角運動量の下限が決まる．
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　γ＝0，ko＝0の場合には，（4．3）よりW＝0すなわちE＝0となる解が存在するかの

ように見える．（4．1）式でκは整数であるから

　　　　　　　　　　　　　　　Z菩＝κ2＝1，4，9，…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．9）

となり，この条件を満たす特別な大きさを持つポテンシャルの場合のみこのような解が存

在する．

4．2スカラー型（Zγ　・・　O）の場合

　ベクトルポテンシャルが存在しない場合には，式（4．2）は

芸一一（1・。＋・）・・
（4．10）

となり，λ＝ロアτ＞0であるから，この条件を満足するにはZ、〈0で，引力のスカ

ラーポテンシャルの場合にしか束縛状態の解は存在しない．

　エネルギー固有値は（3．56）式から

　　　　　　　　　　　　　　　　　zξ
　　　　　　　　　E＝±m　　l－　　　　　　　　　　　　　　　　（ko＋γ）2

　　　　　　　　　　－±m｛i一丁（壽γ）2－÷（、卸一・一・｝

となる．もちろん1矧くmである．

（4．11）

（4．12）

　展開の第2項まではベクトル型の場合と一致するが，第3項以下の相対論的補正項が異

なる．

　解が存在するためには（4、11）式の根号の中が正でなければならないから

　　　　　　　　　　　　　　　　　（んo＋γ）2≧Zξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．13）

という条件がつく．これはZs〈0を考えると

　　　　　　　　　　　　　　　0＞Zs≧　一（ko十γ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．14）

となる．また（3．43）より

　　　　　　　　　　　　　　　　γ＝㎡≡≧0　　　　　　　　　　　　　　　（4．15）

であるが，κ＝－1，－2，＋1，－3，＋2，……であるから（κ2≧1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ＞1　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．16）

である．

　エネルギー固有値として正負の解が現れるのは，荷電対称性によるものである．すなわ

ち，相対論的には引力に対してのみ束縛状態の解が存在し，同じ大きさで反符号のエネル

ギーを持つ解（反粒子解）が存在する．負のエネルギー固有値を持つ状態もko＝0，1，2，3，…

であるから無限個存在する．このような状態が存在すれば系は非常に不安定になるが，通
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常はこれらの状態がすべて埋まった状態が真空状態であるとみなされている．パウリ原理

からフェルミ粒子は同じ状態には複数個の粒子が存在することはできないから，真空状態

に1つのフェルミ粒子が加えられ，引力ポテンシャルを受けると，その粒子はE＞0の

束縛状態にしか存在できないことになる．

4．3　［Zs　i＝1Zv］の場合

　式（3．42）から1Zs　1＝1Zv　lの場合には

　　　　　　　　　　　　　　　　　γ＝±κ

となるが，一
y・であり，・一一1・・一…＋1・・一・・＋・・一であるから・

　　　　　　　　　　　　　　γ＝1κ1＝1，2，3，・・・…

とならなければならない．－
煤E・〈1の解は存在せず泌ず正則な解とな・・

　エネルギー固有値は（3．56）より

　　　　　　　　　　　　　E－m｛一ZsZv±（尭〇十γ（k。＋γ）2＋z3）2｝

となる．

　同符号Zs＝Zvの場合には

　　　　　　E－m｛一Z3±（k。＋γ）2（k。＋γ）2＋z3｝

　　　　　　　　一一⇒モ篇茅陽2｝

　　　　　　　　一一m・m｛1－・（8t，）2＋・（壽，）4－……｝

（417）

（4、18）

（4．19）

（4．20）

（4．21）

である．ただし（3．54）式からγ≧1を考慮すると

　　　　　　　　　　　　　（1十W　　λ）Z・一一（1・。＋・）・・

を満たさなければならない．引力（Zv＜0）の場合には

1十W＞0

すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E
　　　　　　　　　　　　　　　　W＝　　〉－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　　　　　　　　　　　E＞－m

となる．同じく，斥力（Zv＞0）の場合には

1十W＜0

（4．22）

（4．23）

（4．24）

（4．25）
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すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　W＝一く－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E〈　－m　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．26）

とならなければならない．すなわち，（4．20）の1番目の解E＝－mは存在しない．

　引力の場合の条件は，（4．20）と（4．24）から

　　　　　　　　　　　　　　　　三＃吉1…2＞－1　　　（・27）

とならなければならないが，これを整理すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　2（んo十γ）2＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．28）

となり，常に満足することがわかる、すなわち，引力の場合にはm＞E＞－mの解が存
在する．

　斥力の場合の条件は

　　　　　　　　　　　　　　　三欝篭12＜－1　　　（4．29）

となり

　　　　　　　　　　　　　　　　　2（為o＋γ）2＜0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．30）

が求まるが，これを満たすことはできない．すなわち，斥力の場合には束縛状態の解は存

在しない．以上まとめると，Zs　＝　Zv＜0の場合のみ束縛状態の解が存在し，その固有エ

ネルギーは

　　　　　　　　　　　　　　E一隠鵠2｝　　　（・．31）

である．

　反符号Zs＝＝－Zvの場合には（4．19）より

　　　　　　　E－m｛緩三男曙｝

　　　　　　　　＝・　m・・－m｛一z膓＋（k。＋γ）2（んo十γ）2→－Z3｝　　　　（・．32）

　　　　　　　　－m・・－m｛1－・（煮γ）2＋・（歳，）4－……｝　　（・・33）

となる．条件は（3．54）は

　　　　　　　　　　　　　（－1十w）Zv
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　一（んo＋γ）　＜0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．34）
　　　　　　　　　　　　　　　　λ

となり，Zv〈0の場合には
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一1十W＞0
（4．35）

すなわち

E＞m
（4．36）

Zv＞0の場合には

一1十W＜0
（4．37）

すなわち

E〈m
（4．38）

となる．（4．32）の1番目の解E＝mは存在しない．

　Zv〈0の場合の条件は，（4．32）と（4．36）から

Z3－（le。＋γ）2

　　　　　　＞1（〃。＋γ）2＋z3
（4．39）

すなわち

2（んo十γ）2＜0 （4．40）

となり，満足することはできない．すなわち，引力のベクトルポテンシャルと斥力のスカ

ラーポテンシャルで大きさが等しい場合には束縛状態は存在しない．

　Zv＞0の場合の条件
　　　　　　　　　　　　　　　　Z3－（le。＋γ）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．41）
　　　　　　　　　　　　　　　　（le。＋γ）2＋z3

は

2（ko十γ）2＞0 （4．42）

となり，常に成り立つ．すなわち，斥力のベクトルポテンシャルと引力のスカラーポテン

シャルで大きさが等しい場合（Zs＝－Zv＜0）には束縛状態は存在し，m＞E＞－mと

なる．これはZs＝Zv＜0の場合の荷電対称な解となっている．固有エネルギーは

　　　　　　　　　　　　　E－一隠織）2｝　　（・・43）

であり，（4．31）の反符号である．

5　非正則な解

次に，波動関数が原点で発散す・非正貝繊を検討す・．すなわち…〉すの場

合を考える．（3．43）は

γ一一κ2＋（zξ一z3） （5．1）
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となる．κ1≧1だから，Zξ一Z菩≧0ならばγ≦－1となってしまい，原点で積分不可

能となる．そのため，Z9＜Z多の場合にしか非正則な解は存在できない．すなわちスカラ

ーポテンシャルだけの場合には非正則解は存在しない．またZ：＝Z多でも非正則解は存在

しない．

　（3．54）式

　　　　　　　　　　　　　　ZSi・ltilZz＋Wzv＝一（k。＋・）　　　（・．2）

の右辺の符号はko＝～V＝0の場合のみ正となるが，　ko≧1（1V≦－1）では負となる．そ

こで々G＝N＝0の場合とko≧1（N≦－1）の場合を分けて議論する、

　まずγが負で，Nが0である場合を考える．この時（3．54）式は

　　　Zs十　WZv
γ＝
　　　　　λ

（5．3）

となり，（3．48）と（3、46）からβo以外のすべてのah，β々が0となる、それ故，波動関数

（3．23），　（3．24）　Cま

　　　　　　　　　　　　　　G（x）＝Vi］1－tl7Jβoxγe－i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．4）

　　　　　　　　　　　　　F（x）＝　－vfi－：－i］VTβ。xγe一丁

となる．βoは規格化によって決められる定数である．

エネルギー固有値は（3．56）でko　＝Oとして

E＝＝m（ 一ξ穿）

（5．5）

（5．6）

である．

　次にγが負で，1V≦－1（leo　）1）の場合には（3．54）式より

Zs十　WZv
　　　　＝1V『一γ≦0
　　λ

（5．7）

となり，正則解と同じ条件になる．（3．56）で与えられる一連の固有エネルギーをもつ非

正則解が得られる．

5．1ベクトル型（Z．　＝O）の場合

　この条件での非正則解についてはすでにJJIAMや紀要に議論が存在するが，ここにま

とめておく．

　N＝0の場合には，（5．6）式は，条件式（3．42）

　　　　　　　　　　　　　　　　　γ2＝κ2－Z菩　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．8）

を使って
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　　　　　　　E．±mκ2（κ2≡z…）

　　　　　　　　　　　　　　κ

　　　　　　　　一±m・／1－（Zvκ）2　　　　　　（・．・）

　　　　　　　　＝　±m－2二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．10）

　　　　　　　　　　　　κ

となる．（5．3）式より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　WZv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．11）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

であるから，斥力（Zv＞0）の場合に正のエネルギー（W＞0）

　　　　　　　　　　　　　　　E－m1－（Zvκ）2　　　　（・．12）

が求まり，引力（Zv〈0）の場合に負のエネルギー（W＜0）

　　　　　　　　　　　　　　E－－m．／・1－（÷）2　　　　（・ユ3）

が求まる．やはり解は対称的に求まるが，この場合には斥力ポテンシャルに対して，正で

静止質量mより小さな固有値が求まることに注目すべきである．

　波動関数（5．4）と（5．5）は全空間で積分可能で規格化できるが，γ＜0の場合は，原点

sc＝0で発散する．このような非正則解は通常の正則な解の議論からははずされるが，距

離に逆比例するような原点で正則でないポテンシャルを問題とする場合には検討する価値

があるであろう．

条件…〉一
ﾆ（・・）からç

　　　　　　　　　　　　　　　　一在〔穗〉－t　　　　（・ユ4）

となるが，この条件式は

　　　　　　　　　　　　　　1・1・F・・i＞κ2－÷　　　　（・．15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1と書き変えられる．もし疑似水素原子の問題としてZv＝Zαで1α］＝e2＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ととる
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　137
と，条件式（5．15）を満たす原子番号Zはκ＝±1に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　137≧Z≧119　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．16）

κ＝±2に対しては

　　　　　　　　　　　　　　　　274≧Z≧266　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．17）
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となる．現実の元素には対応しない大きな原子番号である、

　N≠0（N≦－1）の場合には，式（4．4），（4．6）で与えられるエネルギー固有値解とな

るから，斥力クーロンポテンシャルの場合，非正則解では第一状態ko　・・　Oの場合に

E－m／1－
i♀）2＞・ （5．18）

と正のエネルギーの解となり，第二状態以上he≧1の場合には

　　　　　　　　　　　　　　E－－m｛1＋ze　　（leo＋γ）・ピ　　　（5．19）

と負のエネルギーの解となる．（5．19）式でko＝0とし，符号を変えれば（5．18）になる

ことは明かであろう．

　引力の場合には符号の反対の解が現れる、すなわち，基底状態は負のエネルギーをも

ち，第一励起状態以上はすべて正のエネルギーをもつ．これら非正則解が存在する条件は

（5．16），（5．17）などをみたすような大電荷の場合である．

6　まとめと分析

　距離に逆比例するポテンシャル（スカラー型およびベクトル型）をもつDirac方程式は

解析的に解け，そのエネルギー固有値は（3．56）で与えられる．

　波動関数が原点で発散しない正則な解としては，引力型のベクトルポテンシャルに対し

ては0＜E〈mの正の固有エネルギーが得られ，斥力型のベクトルポテンシャルに対し

ては一m〈E＜0の負の固有エネルギーが得られる．スカラーポテンシャルに対しては

引力の場合にしか束縛解は存在せず，0〈E＜mと一m＜E＜0の解が対称的に求まる．

それ以外にはベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルの大きさが等しく，ともに引

力の場合に正の固有エネルギーが，斥力のベクトルポテンシャルと引力のスカラーポテン

シャルの場合にそれとは反符号の負の固有エネルギーを持つ束縛状態が存在する．

　原点で波動関数が発散する非正則な解としてはベクトルポテンシャルの大きさがスカラ

ーポテンシャルより大きい場合のみ存在し，妬＝0の場合のみ正則な解とは逆の符号を

持つエネルギー状態が存在する．この状況は相対論に特有なものなので，少し詳しく議論

しよう．

　運動方程式（3．5），（3．6）を書き直すと

［｛E－v（r）｝一｛m・s（r）｝］G（r）一一EQ；yY「）・÷F（r）

［｛E－v（r）｝＋｛m・s（r）｝］F（r）」617）・il－G（r）

となる．式（6．2）からF（r）を求めて

F（・）一
oE．v（，）｝㍍．s（，）｝｛99Gi｝y；，）・il－G（・）｝

（6．1）

（6．2）

（6．3）
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これを，（6．1）に代入し，F（r）を消去し，整理するとG（r）に関する2階の微分方程式

禦一［遇憲ω｝］禁一［｛E－・v（・）｝・一・｛m・s（・）｝・］・（・）

　　　　　　　　司1芸・蕊二窯ω｝ト）　　（…）

が求まる．

　全エネルギーEを静止質量mとそれ以外のエネルギー0に分け（E＝e＋m），非相対

論的近似「sr《mを使うと，上成分G（r）に関する方程式（6．4）は

　　！Z：2ii　YG．（，r）一，m．S（i）一。（r）｛1－、m．，（；一γ（r）｝｛∂；iγ）」‘1γ）｝∂61γ）

　　　　　　　　一［2me十62－2m｛レア（r）→－S（r）｝－2Z〕1／十レア（r）2－S（r）2コG（r）

　　　　　　　　・÷［1十κ　　　　　　lr＋7．＋s（r）．。（r）｛1－、m．、（；S）　・．．（r）｝

　　　　　　　　・｛dS（r　dr）－gil’i；｝z［；「）｝］・（・）　　　　　（6．・）

となる．この式を整理すると

一、；際γ）・、m｛　　　　　12m＋S（r）．。（r）｝｛1－，m＋、（9，．。（r）｝

　　　　　　　　・｛dS（r　dr）－gil°iy；「）｝∂6iγ）

　　　　　　　　＋｛v（r）・・（r）一”（「）㌃（「）2一緩｝G（r）

　　　　　　　　　　12（1＋の　κ　　　　　　　　・［、m。・＋7、m｛，椥，｝。）．。（r）｝

　　　　　　　　・｛1－、m．、（9，．。（。）｝巴γ）一㍑γ）｝］・（・）

　　　　　　　－e｛　　　v（r1－　　　　m）｝G（r）　　　　　　　　　　（6．6）

となる・ここで・一・（∫・Dを考慮して・（1・・）一・（1・のと書き直してあ・・

lel《mを使ってさらに整理すると非相対論的なSchrbdinger方程式に対応する運動方

程式
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dS（r）　dV（r）

ld2G（r）
2m　　dr　2

・、m｛、；．，（r）竺。（r）｝｛∂6iγ）GY（［「）｝

　　　　　V（r）2・｛
　v（r）－
　　　　　2m

十1
　2m

＋s（r）＋
s；㌃2｝・（・）

dS（r）　dV（γ）

＝eG（r）

e（1＋の　　　　　　　κ十l
　　　G（r）＋
　r2

　　　　dr　　　dr
　　　　　　　　　　　　G（r）
r　　　2m｛2m－｛－S（r）一レ「（r）｝

（6．7）

が求まる．

　距離に逆比例するポテンシャル

s（r）＿ム

　　　　r

v（r）＿」乙

　　　　r

（6．8）

を代入すると

・m　dr2＋
Em（・勿÷㌢

1d2G（r）

　　　＋（争

　　　　　　）｛dr

、緩，争、緩，）G（r）

一与＋与
　r　　　r dG（r）　G（r）

r
｝

＋・h！（lrトer2）G（r）＋κ；’2m（、m．一’．一一）G（・）

＝eG（r）

一与＋考

　　　r　　　r
（6．9）

となる．左辺の第1項は運動エネルギーに相当する項である．第2項は速度に依存する項

であり，第3項は相対論的効果を含んだポテンシャルである．第4項は遠心力ポテンシャ

ル，第5項がLS力である．

　非相対論のSchrbdinger方程式と比較すると，最大の違いは第3項のポテンシャル項

に対する相対論的効果であることがわかる．ポテンシャルの一乗の項は導入されたポテン

シャルの符号がそのまま反映されるが，二乗の項はベクトルポテンシャルは常に負で引力

的に，スカラーポテンシャルは常に正で斥力的に働くことがわかる．ベクトルポテンシャ

ルの大きさが大きいと原点付近でこの項が優勢になり，大きな引力をもたらす．このため，

斥力的なベクトルポテンシャルの場合にも束縛解が存在する可能性がでてくる．これがべ
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クトル型には非正則な束縛状態が存在し，斥力の場合にも0＜E〈mの解が存在しうる

理由である．スカラー型ではこの二乗項が斥力的に働くため，引力の場合にしか束縛解は

存在せず，また非正則解も存在しない．
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