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本稿は、二人のプレイヤーが公共財供給のために自発的に寄付を行うというゲームを考察す

る。二人で供給する公共財とは、例えば、共著で論文を執筆するといった共同作業などである。

こうした共同作業では、 一人一人の貢献(寄付)が積み重なって、それが一定水準(公共財供給

にかかる総費用)を越えると論文(公共財)が完成し、そこから得られる便益を二人が享受する

ことになる。ゲームでは、公共財完成までに必要な総費用はあらかじめ定まっているものとす

る。まず第1期にプレイヤーlがいくらか好きなだけ寄付を行い、第2期にはプレイヤー2も好

きなだけ寄付をする。第3期には再びプレイヤー1が寄付をする手番となり、その次の期はプレ

イヤー2の手番、と続いてしぺ。やがて二人が支払った寄付金の合計が公共財の総費用に達した

時点で公共財は完成し、ゲームは終わる。公共財から得られる便益の大きさはプレイヤーごとに

あらかじめ決まっているが、も し充分な寄付が永遠に集まらずに公共財が完成しない場合は、公

共財の便益は得られない。また、支払われた寄付金は返却されることはなく、埋没費用となる。

このような自発的寄付ゲームを分析した研究としては、 Admati and Perry (1991)が挙げら

れる。彼らが考察したゲームの均衡では、寄付金が埋没費用となる場合、プレイヤー達は交互に

少額ずつ寄付をするという支払いパターンが実現し、寄付金が埋没費用にならない場合には、プ

レイヤー達は多額を一括して寄付するという支払いパターンが実現する。この二つの場合を比較
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して、 Admatiand Perryは寄付金が埋没費用になるという点が少額ずつ交互に寄付されるとい

う支払いパターンを生むのではないかと指摘している。実際、現実の共同作業においても、少し

ずつ交互に貢献を積み重ねていくという「少額交互支払いパターン」は多くみられ、その「貢献」

は埋没費用であることが多い。

しかし、このような Admatiand Perryの指摘に対して、 Compteand Jehiel (2003)は、「寄

付金が埋没費用であったとしても、少額ずつ交互に寄付されるという支払いパターンに必ずしも

なるわけではない」と指摘した。 Compteand Jehielが分析した自発的寄付ゲームも Admati

and Perryと同様に寄付金は埋没費用であるものの、その均衡で、の支払ノTターンでは、各プレ

イヤーがせいぜい l回だけ寄付金を支払うという「一括支払いパターン」になる。 Admatiand 

Perryのモデ、ルと Compteand Jehielのモデ、ルの違いは 2点ある。第一に、便益の非対称性で

ある。 Admatiand Perryのモデ、ルで、は各フ。レイヤーが公共財から得られる便益は等しいと想定

していたのに対して、 Compteand Jehielのモデルで、は便益の大きさが非対称であることを想定

している。第二は、線形な費用関数である。寄付金から公共財を作る際に使われる費用関数につ

いて、 Admatiand Perryは厳密に凸な関数を仮定しているのに対して、 Compteand Jehielは

線形関数を仮定している。この 2点の違いによって、 Compteand Jehielのモデルにおけるゲー

ムの均衡では「少額交互支払いパターン」は実現しない。

本稿では、 Compteand Jehielのモデルと同様に、プレイヤー間での便益の非対称性と線形な

費用関数を仮定しつつ、さらに二つの条件を考慮する。第一は、支払単位の不可分性である。寄

付金の支払手段である貨幣の最低単位は通常 'lJであって、これより小さい金額を支払うこと

はできない。あるいは寄付金の支払いには「一口いくら」という制約が設けられていることがあ

り、この場合も支払金額は離散的にしか選べない。この点は、 Compteand Jehielが「支払金額

を連続的に選べる」としていたのと異なっている。第二は割引因子が充分に 1に近いとし寸条件

である。寄付金の支払い時期よりも公共財の完成時期が後になる場合は公共財の便益を割り引し当

て考えるべきだが、本稿では便益の割引率が小さい(割引因子が大きい)ケース、すなわち将来

の便益も現在の便益とほとんど同等に評価するようなケースに注目する。

本稿は以上の 2つの条件を加えて Compteand Jehielのモデルにおけるゲームを分析し、「少

額交互支払いパターン」が実現する均衡が存在することを示す。 Compteand Jehielのモデ、ルで、

は、割引因子の値に拘わらず均衡はただ一つだ、け存在し、均衡では「一括支払いパターン」しか

実現しなかった。しかし、彼らのモデ、ルに支払単位の不可分性を導入する と、割引因子が充分に

1に近い場合に複数の均衡が存在することになり、その中に「少額交互支払いパターン」を実現

するものが現れる。「少額交互支払いパターン」が「一括支払いパターン」よりも興味深いと考

えられる理由としては、前者における費用分担がより公平になる点が挙げられる。 Compteand 
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Jehielのモデルにおける|一括支払いパターン」の均衡では、片方のプレイヤーだけが多額の費

用を負担することになり、そのプレイヤーの利得はゼ、ロにまで落ち込む。このような費用分担は

不公平で、あると考えられる。現実には、 2人で費用を負担する際は同額に近い形で折半され、 2

人とも結果的にプラスの利得を得ることが多いのではないかと思われる。本稿のモデルにおける

「少額交互支払いパターン」の均衡では、そのような比較的公平と思われる費用分担が実現する。

本稿の構成は以下の通りである。第 2節では、モデルを説明する。第 3節では、均衡を提示

する。第 4節では、結論を述べる。

2.モデル

本稿では Admatiand Perry (1991)や Compteand Jehiel (2003)と同様の、公共財供給の

ための自発的寄付ゲームを考える。ゲームに参加するプレイヤーは、プレイヤー1とプレイヤ-

2の2人である。公共財が完成すると、その時点でプレイヤー1は同 >0の便益、プレイヤー

2はち >0の便益を得て、ゲームが終了する。

公共財完成のために必要な寄付金の総額を K>0とする。ゲームでは、まず第 1期にプレイ

ヤー1が寄付を行い、続く第2期はプレイヤー2が寄付をする。以降、奇数期にはプレイヤー1、

偶数期にはプレイヤー 2 というように交互に寄付を行っていく。プレイヤ- ~が第 t 期に行う寄

付の金額はc;三Oと表記する。ただし、各プレイヤーは自分の手番でない期については寄付を行
えないものとして、た=1，2， について、c?k=0およびcp-l=0とする。公共財が完成する

期、すなわちゲームが終了する期を第T期とする。 Tはzi;六ci+ c&) < K三乞L1(ci+ci)
を満たす自然数である。もし充分な寄付金が集まらず、に永遠に公共財が完成しない場合には、便

宜上T=∞ とする。支払われた寄付金は埋没費用となり、公共財が完成しない場合も返却され

ることはない。

各プレイヤーは将来の便益と寄付金支出を割引因子5ε(0，1)で割り引くものとする。すると

プレイヤ-iがゲーム全体で得る利得の第 l期時点での現在価値Uiは、

T 

Ui = (jTー1只一2ンtー1c~ 

と書くことができる。公共財が永遠に完成しない場合、プレイヤーがゲーム全体で得る利得は O

を上回ることはない。

プレイヤ-iの戦略とは、自分の各手番でいくら寄付をするかを、全ての手番、任意の経路を

辿った場合について、あらかじめ示したものである。すなわち、プレイヤ-iの戦略は、自分の

手番となる任意の第 7 期(ただし乞;ゴ(ci+c&)<K)について、第T-1期までの寄付金の

ー
よ
巧
，

a



数列({ci}ζJ，{c;}EJ)が与えられた時に選ぶ寄付金額c;を定めたものである。

以上のモデ、ルは Compteand Jehiel (2003)に従っている。このモデルに、本稿では、 Kは自

然数、 {cI}i=1，2;t=1，2， はO以上の整数という仮定を置しこれは支払いの最小単位が 1である

ことを仮定したものである。支払単位の最小単位が1でない状況(例えば「一口いくら」という

制約が設けられている場合など)も考えうるが、{只}i=1，2とK と{Cni=1，2;t=1，2"，のスケール

を適切に調節することによって最小単位が 1となるようにモデ、ルを読み替えることができる。な

お、 {Vi}{i=1，2}は整数とは仮定しないが、 viより小さい整数のうち最大のものを Viと表記す

る。つまり 0<vi一町三 1が成り立つ。

このような「支払単位の不可分'1生」を仮定すると、このゲームの部分ゲーム完全均衡は、 Compte

and Jehiel (2003)が求めた部分ゲーム完全均衡とは異なったものになる。本節の残りの部分で

不可分性を仮定しない場合の均衡経路と、不可分性を仮定した場合に存在する均衡経路を比較し

ておく。

例 1(Compte and Jehiel， 2003).支払金額に O以上の任意の実数を選べるとする。また、

K>  V1 >九 >0かつ K<同+5九とする。この時、部分ゲーム完全均衡は唯一つ存在し、

その均衡経路では、第 l期にプレイヤー 1は寄付をせず、第2期にプレイヤー 2はK一円だけ

寄付を して、 第3期にプレイヤー1が九の寄付をして公共財が完成し、ゲームが終了する。

この均衡では、各プレイヤーは 1回だけしか寄付をせず、またその金額は多額になる可能性

もある。さらに、場合によってはプレイヤー間で不公平と思われる費用分担となる。例えば、

K = 101， V1 = 100，九=99，5= 0，99995である場合、均衡では、プレイヤー1の寄付金額は

100でプレイヤー 2の寄付金額は 1となる。均衡におけるプレイヤー1の利得は Oである一方、

プレイヤ-2の利得は 97，995である。

例 2(支払単位の不可分性を仮定した場合.少額交互支払均衡).支払金額に O以上の任意の整

数のみを選べる とする。また、 Vl> V2 2: 2かつ K::; Vl + V2 - 2とする。この時充分に 1に近

い6ε(0，1)に対して、第 1期にプレイヤー lがmax{l，K -2(V2 -1)}を寄付をして、第2期

からはプレイヤー 2とプレイヤー 1が交互に 1ずつ寄付を続けて公共財が完成する、という均衡

経路を持つ部分ゲーム完全均衡が存在する。

この均衡では、プレイヤー 1は最大 V2回、プレイヤー 2は最大町一 1回寄付をする。第 1期

はプレイヤー 1がまとまった金額を寄付する可能性があるが、それ以降の期は両プレイヤーが交

互に少しずつ支払う。また、交互に支払いが行われることから、費用分担は公平なものになりや

すい。例えば、 K = 101， V1 = 100，九 =99，5 = 0，99995である場合、この均衡では、プレイ

ヤー 1から始まって両プレイヤーが1ずつ寄付をして第 101期に公共財が完成する。この時、プ
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レイヤー 1の寄付金額の合計は 51でプレイヤー 2の寄付金額の合計は 50となり、 負担割合はほ

ぼ等しくなる。この均衡におけるプレイヤー 1の利得は 48.629、プレイヤー 2の利得は 48.631

となり、利得の面からみてもほぼ公平で、あるといえる。

このように、本数値例では支払単位の不可分性を仮定しない場合とする場合とでは、均衡にお

ける費用分担割合と各プレイヤーの利得水準が大きく異なる。次節では、支払単位の不可分性を

仮定した場合に、例 2に示した均衡が存在することを示す。

3.分析

本節では、支払単位の不可分性を仮定すると、充分に割引因子が 1に近い場合に「少額交互支

払均衡」が存在することを証明する。本稿のモデルのゲームでは、部分ゲーム完全均衡が複数存

在しうる。本節では、まずプレイヤー 1にとって不利な均衡、プレイヤー 2にとって不利な均衡

が存在することを示す。そのうえで、「少額交互支払均衡」の均衡経路から外れることを選んだ

プレイヤーにとって自分に不利な均衡経路に移行する札ことになるような戦略の組み合わせを示

し、それが「少額交互支払均衡」となることを証明する。

以下の議論では、支払金額に O以上の整数のみを選べることを仮定する。第 7期初において、

公共財が未完成な場合に、完成までに必要な寄付金額を「第 7期初における残額」と呼ぶことに

し、 XT = K -L-ζJ(cl+c;)と表記する。公共財が未完成である聞はXT 三1が成り立つ。ま

た、 X1=Kとする。

まずプレイヤー 1にとって不利な均衡の存在を示す。

命題 1(プレイヤ-11こ不利な均衡)・町三 1であり、 6ε(0ぅ1)が条件3三(九一1)/V2を満

たすほどに充分に 1に近いならば、次に示すプレイヤー 1の戦略 81とプレイヤー 2の戦略 82

の組み合わせは部分ゲーム完全均衡になる。

(81) プレイヤー lは、第 7期 (T主1は任意の奇数)における自分の手番では、もし 1:::; XT :::; V1 

ならばci= XT を選び、もし XT > V1ならばci= 0を選ぶ。

(82)プレイヤー2は、第7期 (T主2は任意の偶数)における自分の手番では、もし l三XT 壬V1

またはXT> V1 +5¥告ならばc2"= 0を選び、も しXTε(V1，V1+5ち!ならばc2"= XT-V1 

を選ぶ。

*1望ましい均衡経路を実現するために、「逸脱すると不利な均衡経路に移行する」ような均衡戦略を構築する方法は、

「囚人のジレンマゲーム」 の無限回繰り返しゲームで 「協力状態を維持する均衡」の存在を示すためにも用いられ

る手法である。
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証明.まず、プレイヤー1の手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤー1の戦略

51はプレイヤー2の戦略52に対して最適反応になっていることを示す。この部分ゲームの始点、

を第 T期とする。第 7期より前に支払われた寄付金は埋没費用であるから、第ァ期における合

理的な意思決定には影響しない。以下では、第 7期以降にプレイヤー1が得る利得の第 T期時

点、での現在価値を考える。プレイヤー2の戦略52は与件とする。

第一に、 l三Xr 壬V1である場合を考える。この時、もしプレイヤー 1が戦略 51に従って

ci = Xr とすると、公共財は第 T期に完成し、プレイヤー1は利得 V1- Xr > 0を得る。この

値は公共財が永遠に完成しない場合の利得を上回る。また、プレイヤー1が第 7期に公共財を

完成させなかったとしても、その後のプレイヤー2は戦略52に従う限り支払うことはない。結

局、公共財を完成させようとするならばプレイヤー1が残額Xr以上を支払うことになるが、完

成時期を延期するような戦略をプレイヤー1がとったとしても、そのときの利得は割引因子dが

1より小さいために第 7 期に完成させたときに得られる利得同 -Xr を下回ることになる。例

えば、もしプレイヤー1が第 7期に残額の一部ciε [O，Xr)だけを支払うと、第T+1期にはプ

レイヤー2が支払わないので、公共財の完成時期は早くても第T+2期である。第T+2期に残

額を過不足なく支払って公共財を完成するとした場合cア2= Xr - ciであるので、プレイヤー
1の利得の第 7期時点での現在価値は、

cI + 82(V1 - Cr+2) = -CI + 82(同-Xr + cI) = 82(V1 - Xr)一(1-82)cI 

であり、戦略 51に従った時の利得円 -Xr を下回る。このように完成時期を第 T+2期以降

に延期するような戦略をプレイヤー1がとった場合、上式の「プラスの項J(円 Xr)にかかる

「割引因子の係数J8の指数が2以上になるが、 8< 1であるため、式全体の値がV1-Xr を上

回ることはない。以上の議論から、 1三Xr壬V1である場合、プレイヤー1の戦略51はプレイ

ヤー2の戦略52に対して最適反応になっている。

第二に、 Xr E (V1， V1 + 81令]である場合を考える。この時、もしプレイヤー 1が戦略 51に

従うと、まず第 T期に ci= 0とした後、プレイヤー2が第 T+1期に c;十1= Xr - V1だけ

支払い、その後プレイヤー 1が第 T+2期に c;+2=U1を支払って公共財が完成する。この時

のプレイヤー1の利得の第 T期時点での現在価値は 82(V1- V1) > 0である。この値は公共財

が永遠に完成しない場合の利得を上回る。なお、本段落の場合では、プレイヤ-2の戦略52を

与件とすると第T+2期に残額が V1以下となるので、前段落の議論より、第T+2期以降プレ

イヤー1の戦略51は戦略52に対して最適反応になる。そこで以下では第 T期においてプレイ

ヤー 1が戦略51に従うことが最適かどうかを検討する。も しプレイヤー 1が第 7期に正の額

ciε(0ぅXr - v11を支払った場合、プレイヤー2が第T+1期に c;+1=XT+1-U1だ、け支払つ

4
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た後、第 7+2期にプレイヤー 1の手番となり、これ以降プレイヤー 1はSlに従うことが最適

となる。この時のプレイヤー 1の利得の第 7期時点での現在価値は -ci+ 02(V1 -vI)であり、

戦略Slに従った時の利得を下回る。もしプレイヤー 1が第 T期にciε (XT - V1，∞)を支払っ

た場合、その後にプレイヤ← 2が支払うことはないので、公共財を完成させようとするならばプ

レイヤー 1が残額を全て負担することになる。この時プレイヤー 1は第 7期以降に合計Xァ以上

を支払うことになるが、 XT > V1ゆえに XT 三V1であることから第 7期時点での利得の現在価

値は明らかに O以下である。以上の議論から、 XTε(υ1，V1 + 0¥生lである場合、プレイヤー 1の

戦略Slはプレイヤー 2の戦略S2に対して最適反応になっている。

第三に、 XT> V1 + 0¥告である場合を考える。この時、もしプレイヤー 1が戦略Slに従うと、

その後にプレイヤー 2が支払うことはないので、公共財は永遠に完成することはなく、プレイ

ヤー lの利得は Oとなる。もしプレイヤー 1が戦略 Slに従わない場合に起こりうる結果は、公

共財が「永遠に完成しなし勺か「いつか完成する」かのいずれかであるが、前者の場合「プラス

の便益」が発生することはないのでプレイヤー1の利得は Oを上回らない。そこで公共財を完成

させようとすると、プレイヤー 2は戦略らのもとでは自分の手番における残額がり1+0ちを上

回る限り支払いをすることはないので、プレイヤー 1は少なくとも Xγ -V1 -oV2以上の額を累

計で支払う必要がある。この額を支払う際、何期かに分けて支払うと公共財の完成時期が遅くな

り、割引によって便益の現在価値が小さくなるので、プレイヤー 1は支払うとすれば第 7期にま

とめて支払ったほうがよい。そこで以下では第 7期においてプレイヤー1がXT - V1 -0九以

上支払う場合の利得を検討する。なお、この時プレイヤー2の戦111各S2のも とでは第 7+2期の

残額がり1以下となるので、前々段落の議論より、第7+2期以降はプレイヤー1の戦略Slが戦

11路島に対して最適反応になる。もしプレイヤー1が第 7期にciε [XT - V1 -0¥仏XT - V1Jを

支払うと、第 7+2期のプレイヤー1の手番ではXT+2= V1となり、その後最適な戦略である

Slをとったとした場合のプレイヤー 1の利得の第 7期時点での現在価値は、

-cI + 02(町-VI) < 0 

となり、戦略Slに従った時の利得 Oを下回る。上式の不等号が成立する理由は、 ci三XT -

V1 -01令>0であること並びに ciが整数であることから ci三1が成り立ち、さらに V1の定義

から町一町三 1であるためである。もしプレイヤーlが第 T期にciε(XT - V1，∞)を支払う

と、その後にプレイヤー 2が支払うことはないので、公共財を完成させようとするならばプレイ

ヤー 1が残額を全て負担することになる。この時プレイヤー 1は第 T期以降に合計XT以上を支

払うことになるが、 XT > V1ゆえに XT 三円であることから第 7期時点、での利得の現在価値は

明らかに O以下である。以上の議論から、 XT> V1 + 0¥告である場合、プレイヤー lの戦略 Sl
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はプレイヤー2の戦略S2に対して最適反応になっている。

ここまで、プレイヤー lの手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤー 1の戦略

S1はプレイヤー2の戦略S2に対して最適反応になっていることを示した。次に、プレイヤー2

の手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤー2の戦略S2がプレイヤーlの戦略S}

に対して最適反応になっていることを示す。この部分ゲームの始点を第 T期とする。第 T期よ

り前に支払われた寄付金は埋没費用であるから、第 7期における合理的な意思決定には影響しな

い。以下では、第T期以降にプレイヤー2が得る利得の第 T期時点での現在価値を考える。プレ

イヤー 1の戦略S1は与件とする。

第一に、 1三Xr 三円である場合を考える。この時、もしプレイヤー2が戦略S2に従って

c2" = 0とすると、 第T十l期にプレイヤー lが公共財を完成させるので、プレイヤー 2の利得の

第 7期時点での現在価値は 01告である。もしプレイヤー2が第 T期に残額の一部 c2"ε[O，Xr)

だけを支払った場合、やはり第 7+1期にプレイヤーlが公共財を完成させるので、プレイヤー

2の利得の第 7期時点での現在価値は、 -c2"+ 01告となるが、この値は戦略S2に従った時の

利得oV2を上回ることはない。も しプレイヤー 2が第 T期に残額の全部Xr以上を支払った場

合、第 7 期に公共財が完成し、プレイヤー 2の利得は九 -Xァ以下となる。ここで、 6が条件

6三(九一 1)/1告を満たすことを考慮すると、

6三(九 1)/九 や争 o'¥-もどち -1 =? 5九と九一Xr

となるので、プレイヤー2が第ァ期に残額の全部Xrを支払った場合の利得(最後の不等式の右

辺)が戦略S2に従った場合の利得(同左辺)を上回ることはない。以上の議論から、 l三Xr三円

である場合、プレイヤー2の戦略S2はプレイヤー1の戦略S1に対して最適反応になっている。

第二に、 Xr ε(V1，V1 + 01引である場合を考える。この時、もしプレイヤー2が戦略S2に

従って c2"= Xr - V1とすると、第 7+1期にプレイヤー1が公共財を完成させるので、プレイ

ヤー2の利得の第 T期時点での現在価値は、

-c; + 0巧 =-Xr+V1+0ちと 0

となり、公共財が永遠に完成しない場合の利得を下回ることはない。も しプレイヤー 2が戦略

S2に従わない場合に起こりうる結果は、公共財が「永遠に完成しない」か「いつか完成する」か

のいずれかであるが、前者の場合 「プラスの便益」が発生する ことはないのでプレイヤー 2の利

得は Oを上回らない。そこで公共財を完成させようとすると、プレイヤー1は戦略S1のもとで

は自分の手番における残額がり1を上回る限り支払いをすることはないので、プレイヤー2は少

なくとも Xr-V1以上の額を累計で支払う必要がある。また、 この額をプレイヤー 2が支払いさ
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えすれば、第 7+1期にプレイヤー 1が公共財-を完成させる。この額を支払う際、何期かに分け

て支払うと公共財の完成時期が遅くなり、割引によって便益の現在価値が小さくなるので、プレ

イヤー 2は支払うとすれば第 T期にまとめて支払ったほうがよい。そこで以下では第 T期にお

いてプレイヤー 2がXァ - V1以上支払う場合の利得を検討する。も しプレイヤー 2が第ァ期に

c2"ε[XT - V1，XT)を支払うと、プレイヤー2の利得の第 T期時点での現在価値は -c2"+6九

となるが、

-c2" + 6九三 -XT +V1+6九

が成り立つので、戦略S2に従った時の利得(上式の右辺)を上回らない。もしプレイヤー 2が

第 T期に残額の全部XT 以上を支払った場合、第 T期に公共財が完成し、プレイヤー 2の利得は

九-Xγ 以下となる。ここで、町三 1であること、および5が条件3三(九 -1)/V2を満たすこ

とを考慮すると、

5と(ち-1)/九=今 6と(九 V1)/九件 6九三九-V1 特 -Xγ+V1+6九三九-XT

となるので、プレイヤー 2が第 7 期に残額の全部 XT を支払った場合の利得(最後の不等

式の右辺)が戦略 S2に従った場合の利得(同左辺)を上回ることはない。以上の議論から、

XT ε(V1， V1 + 6巧lである場合、プレイヤー 2の戦略 S2はプレイヤー 1の戦略Slに対して最

適反応になっている。

第三に、 XT> V1十3日である場合を考える。この時、もしプレイヤー 2が戦略S2に従うと、

その後にプレイヤー 1が支払うことはないので、公共財は永遠に完成することはなく、プレイ

ヤー 2の利得は Oとなる。もしプレイヤー 2が戦略 S2に従わない場合に起こりうる結果は、公

共財が「永遠に完成しない」か「いつか完成する」かのいずれかであるが、前者の場合「プラス

の便益」が発生することはないのでプレイヤー 2の利得は Oを上回らない。そこで公共財を完成

させようとすると、前段落の議論からプレイヤー 2の利得は XT + V1 + 61告を上回ることはな

いが、この値は Oより小さい。以上の議論から、 XT > V1 + 61告である場合、プレイヤー 2の戦

略 S2はプレイヤー lの戦略 Slに対して最適反応になっている。

これまでの議論から、プレイヤー 1の手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤー

1の戦略 Slがプレイヤー 2の戦略 S2に対して最適反応になっており、さらにプレイヤー 2の

手番から始まる任意の部分ゲームについて、 S2がSlに対して最適反応になっていることが示さ

れた。ゆえに、任意の部分ゲームにおいて (Sl，S2)という戦略の組み合わせは互いに最適反応に

なっているdので、 (Sl，S2)は部分ゲーム完全均衡である。(証明終)

*2これを証明するために、例えば、プレイヤー lの手番から始まるある部分ゲームについて、プレイヤー 2の戦略

-77-



プレイヤー2の手番から始まる任意の部分ゲーム(この部分ゲームの始点を第 7期とする)を

考えるとき、「プレイヤ-1に不利な均衡J (81，82)において、各プレイヤーが得る利得の第 7

期時点、での現在価値は以下の通りである。第一に、 1三Xr壬V1である場合は、プレイヤーlの

利得はJ(V1-Xr)、プレイヤー2の利得は Jl告である。第二に、 Xrε(り1，V1 + J九lである場

合は、プレイヤー1の利得はJ(V1-V1)、プレイヤー2の利得は -Xァ+V1 + Jl告である。第三

に、 Xr> V1 + Jちである場合は、プレイヤーlの利得もプレイヤー2の利得も Oである。

次にプレイヤー2にとって不利な均衡の存在を示す。

命題 2(プレイヤー2に不利な均衡)・均三 1であり、 5ε(0，1)が条件5三(同一 1)/同を満

たすほどに充分に 1 に近いならば、次に示すプレイヤー 1 の戦略 8~ とプレイヤー 2 の戦略 8~

の組み合わせは部分ゲーム完全均衡になる。

(8Dプレイヤー 1は、第 7期(T三1は任意の奇数)における自分の手番では、もし l三Xr三円

またはXr> V2+JV1ならばci= 0を選び、もし Xrε(V2，V2+JV1]ならばci= Xr-V2 

を選ぶ。

(ぬ)プレイヤー 2は、第T期(T三2は任意の偶数)における自分の手番では、もし 1三Xr壬V2

ならばc2"= Xrを選び、もし Xr>切ならばc2"= 0を選ぶ。

証明.命題 1の証明と同様の議論を、プレイヤー 1とプレイヤー 2の立場を入れ替えて展開す

ればよい。 (証明終)

プレイヤー1の手番から始まる任意の部分ゲーム(この部分ゲームの始点を第 7期とする)を

考えるとき、「プレイヤー2に不利な均衡J (8~ ， 8~) において、各プレイヤーが得る利得の第 7

期時点での現在価値は以下の通りである。第一に、 l壬Xr 三円である場合は、プレイヤー 1の

利得は 6町、プレイヤー 2の利得は J(九 Xr)である。第二に、 Xrε(V2，V2+JV1]である場

合は、プレイヤー1の利得は Xァ+V2+J町、プレイヤー2の利得は J(九-V2)である。第三

に、 Xr> V2 + JV1である場合は、プレイヤー 1の利得もプレイヤー 2の利得も Oである。

次に、本稿のテーマで、ある「少額交互支払均衡」の存在を示す。この均衡は、「少額交互支払

均衡」の均衡経路から外れることを選んだプレイヤーにとって自分に不利な均衡経路に移行する

ことになるような戦略の組み合わせとなっている。

S2がプレイヤー1の戦略 S1に対して最適反応ではないと仮定しよう。すると、この部分ゲームに含まれるプレ

イヤー2の意思決定点のうち S2に従うことが最適ではなL人有、が存在する。しかし、この意思決定点から始まる部

分ゲームはプレイヤー2の手番から始まる部分ゲームなので既に証明した通り S2が最適反応になるはずであり、

矛盾が生じる。
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命題 3(少額交互支払均衡).V1 >均三 2かつ K 豆町+均一2とする。また、経路 Pおよ

びプレイヤー1の戦略sfとプレイヤー2の戦略s;を次のように定義する。

(P)第 1期にプレイヤー lがmax{l，K-2(均一 1)}を寄付をして、第2期から公共財が完成

する第T期までは、プレイヤー2とプレイヤー1が交互に 1ずつ寄付を続ける。(第T期

に寄付をするのは、 Tが奇数ならばプレイヤー 1、Tが偶数ならばプレイヤー 2である。)

(5~/) プレイヤー 1 は、第 1 期は max{l ，K -2( V2 - 1)}寄付する。第 T期 (7三3は任意の奇

数)における自分の手番で公共財が未完成で、ある (Xrと1)場合は、以下の行動をとる。

5~/-O: もし第 7 期までの経路が P と 一致するならば cí = 1を選ぶ。

5~/-1 : も し経路 P から先に逸脱したのがプレイヤー 1 ならば、命題 1 で定義 した 51 に従 う。

5~/-2 : もし経路 P から先に逸脱したのがプレイヤー 2 ならば、命題 2 で定義 し た 5~ に従う。

(5q)プレイヤー 2は、第 7期 (7三2は任意の偶数)における自分の手番で公共財が未完成で、

ある (Xrと1)場合は、以下の行動をとる。

5q-O:もし第 7期までの経路がPと一致するならばC2= 1を選ぶ。

5q-1:もし経路Pから先に逸脱したのがプレイヤー1ならば、命題1で定義した 52に従う。

S子2 もし経路 P から先に逸脱したのがプレイヤー 2 ならば、命題 2 で定義した 5~ に従う。

この時、もし 6ε(0，1)が、

6と(号)中かけと(長)前

を満たすほどに充分に 1に近いならば、プレイヤー1の戦略sfとプレイヤー2の戦略5qの自且

み合わせは部分ゲーム完全均衡になる。

証明.本命題の前提条件 V1 > 均三 2が満たされていれば、命題 1と命題 2における前

提条件町三 l、り2 と1も満たされている。また、本命題の 5に関する前提条件について、

(v1/円)ε(0，1)、V1三九 -1、同>九であることから、

11， -] 
6三(号昨今 d>号キ 6>7 ー 11ら-1

=争 o>ー今一一一
V2 

となり、命題 1と命題2における 6に関する前提条件も満たされている。

まず、プレイヤーlの手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤーlの戦略Sfは

プレイヤー2の戦略S;に対して最適反応になっていることを示す。この部分ゲームの始点を第

T 期とする。もし第 7 期までの経路がPと一致しないとすると、この部分ゲームでプレイされ

る戦略の組み合わせ (sf ， s;) は、 (51 ， 52 ) もしくは (5~ ， 5~) のいずれかと一致するので、命題 1
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と命題2より Sifはs;に対して最適反応である。そこで、以下では第 7 期(ァ三 1)までの車圭
路がPから逸脱していないような部分ゲームを検討する。l三Xy - 2(V2 - 1)である場合と、

1 < Xy一2(V2- 1)である場合(この場合は 7=1である*3) とに分けて考える。 以下、プレイ

ヤー2の戦略s;は与件とする。
第一に、 1三XT - 2(山一 1)である場合を考える。プレイヤー1が戦略sfに従うと、経路P

に示された通り、プレイヤー1とプレイヤー2が交互に 1ずつ寄付を続けて公共財が完成する。

仮に、プレイヤー1がsfに従った場合とは異なる利得を得るために、第t期 (tと7)に初め

て経路Pから逸脱したとする。この逸脱によって第 t期以降にプレイヤーlが得る利得の第 t

期時点での現在価値を U1とする。もし第t期に公共財が完成するならば、 U1豆町 -Xtが成り

立つ。も し第t+ 1期へとゲームが続くならば、この期以降プレイヤー 2はS2をとるので、こ

れに対するプレイヤー1の最適反応は命題1より Slである。この時プレイヤー1が第t+1期

以降に得る利得は「プレイヤー 1に不利な均衡」で得る利得であるので、 第t期時点の現在価値

で評価した U1について、 U1三o2(町 一Xt)、もしくは U1三O2(V1- V1)、もしくは U1三Oの

いずれかが成り立つ。

次に、プレイヤー1がSifに従った時に第 t期以降に得る利得の第 t期時点での現在価値ur
を検討する。この場合、ゲームは経路Pを辿るが、毎期 1ずつ寄付が行われるので、第t期から

みて Xt期後には公共財は完成する。 Xt壬2V2-1であるので、公共財は遅くとも 2V2-1期後

には完成し、それまでにプレイヤー1が 'lJを支払う回数は多くとも切回であるので、

Uf' > -V2 + O2V2
ー1V
1

が成り立つ。また、

5と(号)中キ O2V2
-1
V1 ?: V1 

であり、さらに V1もり2も整数で、 V1>切であることから

U{' > -V2 + O2V2ー1V1と-V2+町三 1

となる。これにより、。l 手 O
2(V1- vI)もしくは U1三Oのいずれかが成り立つ場合には、

U{' > 1 > U1が得られる。

また、 Uif;三円 -Xtとなることを以下に示す。 Xt= 1である場合は Uif=円 1であるの

*3経路 Pに沿ってゲームが進む場合、第 2期初には X2::; 2(V2 -1)となるためである。
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でこの不等式は明らかに成り立つ。 Xt= 2である場合は、 U{'= -1 +()Vlであるが、

Iλ1 
r5 > .:_:広一 =今 1 + r5V1 > V1 -2 

となるので、 U{'> V1-Xtが成立する。 Xt三3である場合は、第t期からみて遅くとも 2V2-1 

期後には公共財は完成すること、それまでにプレイヤー lが 'lJを支払う回数は、 Xtが偶数で

ある時は Xt!2回、 Xtが奇数である時は (Xt+ 1)/2回であるので、

" Xf 1 _'L，. 
U~I >一一二一一+r5"，v2ーよ11，
". 2 2 ム

が成り立つ。さらに、 r52V2ー1V1三町三円 -1であること、 -3/2と-Xt!2であることに注意

すると、

Xt 1 c?"o- lT T~ Xt 1 ， TT'~ Xt Xt 
f>一一一一+32U21M>

」 +14 1>一一一一+同 =1べ-X2 2' - "- 2 2'" 2 2
ム

が成立する。以上の議論より Xtの値に拘らず U;/と同 -Xtとなることが示されたが、

これを用いると仏三円 -Xtもしくは U1三 r52(町一 Xt)のいずれかが成り立つ場合は

uif主同一 Xtミムが得られる。この結果と前段落の結果を合わせると、常に Uir三U1が

成り立つので、経路 Pから逸脱することによってプレイヤー 1の利得が上がることはない。

すなわち、第 T期 (T三1)までの経路がPから逸脱していないような部分ゲームにおいて、

1三XT - 2(V2 -1) である場合、プレイヤー 1 にとって Sf が S~ に対する最適反応であること

が示された。

第二に、 1< XT - 2(均一1)である場合を考える。この場合は T=lである。プレイヤー 1が

戦Il洛sfに従うと、経路Pに示された通り、第 l期にプレイヤー 1がK-2(v2-1)を寄付し

て、第 2期以降はプレイヤー 2とプレイヤー 1が交互に 1ずつ寄付を続けて公共財が完成する。

仮に、プレイヤー 1がSi/に従った場合とは異なる利得を得るために、第 t期 (t三1)に初

めて経路Pから逸脱したとする。t三3の時は、 '1三Xァー 2(V2-1)である場合」を考察した

時と同様の議論から、経路Pから逸脱することによってプレイヤー 1の利得が上がることはな

い。そこで以下では、プレイヤー 1が第 1期に経路Pから逸脱する場合を検討する。この逸脱

によってプレイヤー 1がゲーム全体で得る利得の第 1期時点での現在価値を U1とする。もし第

1期に公共財が完成するならば、 U1::::: V1 - K が成り立つ。もし第 2期へとゲームが続くなら

ば、この期以降プレイヤー 2はS2をとるので、これに対するプレイヤー lの最適反応は命題 1

より Slである。この時プレイヤー 1が第 2期以降に得る利得は「プレイヤー 1に不利な均衡」

で得る利得であるので、第 1期時点の現在価値で評価した U1について、 U1三r52(V1-K)、も

ーよnx
u
 



しくは仏三 O2(V1-V1)、もしくは U1壬Oのいずれかが成り立つ。

次に、プレイヤー1がSfに従った時にゲーム全体で得る利得の第 1期時点での現在価値Uff

を検討する。この場合、ゲームは経路Pを辿り、遅くとも第 2V2-1期には公共財が完成する。

プレイヤー1は第 1期に K-2(V2 -1)を支払い、また第3期以降に 'lJを支払う回数は多く

ともり2- 1回であるので、

U{' > -K +2(V2 -1)一(V2-1) + O2V2 -1 V1 

が成り立つ。また、 O2V2ー1V1とり1およびK壬V1+ V2 -2を用いて、

U{' > -K + 2(V2一 1)一(均一 1)+ O2V2ー1同と -K十円一 1+ V1と1

を得る。これにより、仏三 O2(V1-V1)もしくは仏三 Oのいずれかが成り立つ場合には、

U{' > 1 > U1となる。また、 V2と2ゆえに V2-1と1であるので、

U{' > -K + V2 -1 + V1と K+1+町三 K+町

を得る。これにより、 U1豆町 -K もしくは仏三 O2(町 -K)のいずれかが成り立つ場合は

U{' >同-K三U1となる。以上の議論から、常に U{'> U1が成り立つので、経路Pから逸脱

することによってプレイヤーlの利得が上がることはない。すなわち、第 7 期 (T三1)までの

経路がPから逸脱していないような部分ゲームにおいて、 1< XT一2(V2-1)である場合、プ

レイヤー1にとって SifがS;に対する最適反応であることが示された。

ここまで、プレイヤー1の手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤー 1の戦略

sirはプレイヤー2の戦略Sjfに対して最適反応になっていることを示した。次に、プレイヤー

2の手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤー2の戦略Sjfがプレイヤー1の戦略

stに対して最適反応になっていることを示す。この部分ゲームの始点を第 T期とする。もし第
T期までの経路がPと一致しないとすると、この部分ゲームでプレイされる戦略の組み合わせ

(S~/ ， Sn は、 (Sl ， S2) もしくは (S~ ， S~) のいずれかと一致するので、命題 1 と命題 2 より s; は

sfに対して最適反応である。そこで、以下では第 T期 (T三2) までの経路がPから逸脱して

いないような部分ゲームを検討する。以下、プレイヤー1の戦略Si/は与件とする。

プレイヤー2が戦略s;に従うと、経路Pに示された通り、プレイヤー2とプレイヤー1が交
互に 1ずつ寄付を続けて公共財が完成する。仮に、プレイヤー2がs;に従った場合とは異なる
利得を得るために、第t期 (t三T)に初めて経路Pから逸脱したとする。この逸脱によって第t

期以降にプレイヤー2が得る利得の第 t期時点での現在価値を九とする。もし第t期に公共財

が完成するならば、九三九-Xtが成り立つ。も し第t+1期へとゲームが続くならば、この期

ワム“。凸
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以降プレイヤー 1は8iをとるので、これに対するプレイヤー 2の最適反応は命題2よりぬで

ある。この時プレイヤー2が第t+1期以降に得る利得は「プレイヤー2に不利な均衡」で得る

利得であるので、第t期時点の現在価値で評価した九について、九三 o2(日-Xt)、もしくは

。2壬o2(九 -V2)、もしくは九三 Oのいずれかが成り立つ。

次に、プレイヤー 2 が 8~ に従った時に第 t 期以降に得る利得の第 t 期時点での現在価値 Ujf を

検討する。この場合、ゲームは経路Pを辿るが、毎期 1ずつ寄付が行われるので、第t期からみて

Xt期後には公共財は完成する。プレイヤー1はSfのもとでは第1期に max{l，K -2(V2 -1)} 

を支払っているのでXt三2(V2-1)であり、公共財は遅くとも 2(V2-1)期後には完成し、それ

までにプレイヤー2が i1Jを支払う回数は多くともり2- 1巨|である。従って、

u~' >一(均一 1)+ O2(v2ー1)九

が成り立つ。また、

5と(長)古今 o2川

であることから、

u~' > ー (V2-1) + O2(v2-1)九三 -V2+ 1 + V2 = 1 

となる。これにより、。2壬o
2
(日 -V2)もしくは九三 Oのいずれかが成り立つ場合には、

U2' > 1 > U2が得られる。

また、 Ujr三九 -Xtとなることを以下に示す。 Xt= 1である場合は Ujf=日-1であるの

でこの不等式は明らかに成り立つ。 Xt= 2である場合は、 U2'=-1+ol告であるが、

仏 -1
o>→ァー=争 ー1+向>九一2

も2

となるので、 U2'> 九 -Xtが成立する。 Xtと3である場合は、第 t期からみて遅くとも

2(V2 -1)期後には公共財は完成すること、それまでにプレイヤー2が i1Jを支払う回数は、 Xt

が偶数である時は Xt!2回、 Xtが奇数である時は (Xt+ 1)/2回であるので、

Xt 1 U~' > 一一一一+o2(均一1)日
.. - 2 2 “ 

が成り立つ。さらに、 O2(v2-1)九三円三 V2-1であること、 -3/2~ -Xt!2であることに注意

すると、

Xt 1 r?("o_l¥T' _ Xt 1 T' • _ Xt Xt U~' > 一一一一十 O2(v2-1)同> ー十九一 1>一一一ー 十九=円 Xt 
4 - 2 2' - .~ - 2 2' ~ - 2 2 "~ .~む

が成立する。以上の議論より Xtの値に拘らず Ujr三九 -Xtとなることが示されたが、

η
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0
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これを用いると U2 :::; iも-Xtもしくは U2 :::; J2(九 -Xt)のいずれかが成り立つ場合は

ujf三巧 Xt三U2が得られる。この結果と前段落の結果を合わせると、常に Ujf三U2が成り

立つので、経路Pから逸脱することによってプレイヤー2の利得が上がることはない。すなわ

ち、第 T期 (7と2) までの経路がPから逸脱していないような部分ゲームにおいて、プレイ

ヤー 2 にとって S~ が Sir に対する最適反応であることが示された。

これまでの議論から、プレイヤー1の手番から始まる任意の部分ゲームについて、プレイヤー

1 の戦略 Sif がプレイヤー 2 の戦略 S~ に対して最適反応になっており、さらにプレイヤー 2 の

手番から始まる任意の部分ゲームについて、 s;がSifに対して最適反応になっていることが示
された。ゆえに、任意の部分ゲームにおいて (sf，s;)という戦略の組み合わせは互いに最適反

応になっているので、 (sf，s;)は部分ゲーム完全均衡である。(証明終)

4.結論

本稿は、 Admatiand Perry (1991)や Compteand Jehiel (2003)が検討した公共財供給のた

めの自発的寄付ゲームを考察した。そして、支払金額を離散的にしか選ぶことができず、割引因

子が充分に 1に近いとし寸条件のもとでは、ゲームの均衡が複数存在し、その中には少額の寄付

が交互に行われるという均衡が存在することを示した。

寄付金が埋没費用であることが「交互支払いパターン」を生むのではないかとの Admatiand 

Perry (1991)の指摘に対して、 Compteand Jehiel (2003)は線形な費用関数のもとでは 「一括

支払いパターン」の均衡しか存在しないことを示していた。しかし、現実には交互支払いパター

ンが観察されることも多い。本稿の貢献は、支払単位と割引因子の条件次第では「交互支払いパ

ターン」も均衡として支持できることを示した点にある。また、本稿が示した均衡では交互に支

払いが行われることから、 Compteand Jehiel (2003)の均衡と比較して、 費用分担と利得の両

面で、より公平な均衡となっているといえよう。
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